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Summary
Sine the seminal work of Fermi published on 1949 about the origin of the osmi rays,
the dynamis of a bouning ball on an osillating plate has intrigued physiists and
provided a fruitful soure of theoretial and experimental investigations. Subsequently,
this apparently very simple mehanial system has been established as a prototype of
dynamial systems that evolve to haos by period-doubling bifurations. The bouning
ball was proposed independently as a toy model in a variety of engineering appliations,
inluding, but not limited to, the generation and ontrol of noise in mahinery suh
as jakhammers, the transport and separation of omponents in automati assembly
devies, whih ommonly employ osillating traks (onveyor belts).
In this thesis, we study a point-like partile bouning (bouning ball) onto a hori-
zontal saw tooth orrugated plate (bi-dimensional geometrial struture). We onsider
two distint ases: (i) onservative ase, when the ball bounes elastially on a xed
plate; (ii) dissipative ase, when the ball bounes inelastially onto an osillating plate
in a stationary regime. In both ases we analyze the role of the asymmetry introdued
by the plate orrugation.
Our ultimate goal is to understand the basi dynamis of an aggregate of vibrated
grains subjeted to vertial vibrations. To this purpose, we fous on the single-grain
mehanisms responsible for the onset of granular ows; in partiular, we are interested
in the lateral motion of the bouning ball. From extensive numerial simulations we
onlude that the bouning ball diuses normally under all onditions; most remarka-
bly, we show that its motion gets retied as a ombination of plate asymmetry and
energy pumping in the dissipative ase. This result antiipated preliminary observations
reported in the reent literature onerning uidized granular media and predited some
deades ago by Feynman.
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This work of thesis is organized in six hapters as follow:
• Chapter 1: Moti diusivi. We present a brief disussion of the deterministi and
stohasti approahes proposed in the literature to model the Brownian motion
and more general diusive behaviours (anomalous diusion). We present a short
review of the basi onepts of the Hamiltonian mehanis at the basis of the
modern theory of the dynamial systems, and a historial overview of the theory
of stohasti proesses.
• Chapter 2: Bouning ball in due dimensioni. We introdue the basi rela-
tions we need to desribe the motion of a bouning ball on a orrugated plate (i.e.,
ethed with parallel grooves with saw-tooth prole). After dening by means of
appropriate impat relations the transformation of the ball veloity upon impa-
ting the plate, we disuss the main models introdued to simulate the dynamis
of the bouning ball on a saw-tooth orrugated plate.
• Chapter 3: Bouning ball elastia. We formulate the dynamial equations
we implement to numerially determine the trajetories of a ball that bounes
elastially on a orrugated plate with saw-tooth prole. We reast the relevant
equations of motion in impat representation; as a onsequene, the system state
is sampled at eah impat of the partile onto the plate and the ball trajetory
an be reonstruted by a numerial integration of an impat map. We analyze
the dynamis of the system in the impat veloity spae; in partiular, we lassify
the dierent types of trajetories with attention to the regular and periodi orbits.
• Chapter 4: Bouning ball anelastia. We study the dissipative version of the
bouning ball, i.e. the ase when the impat between the ball and the plate is
inelasti and the plate must be periodially vibrated to ompensate for the energy
losses. Again, we desribe the equations of motion in impat representation; we
extend previous results of ours relative to the one-dimensional ase (bouning ball
on a at plate) to the present eetively bi-dimensional system (bouning ball on
a orrugated plate).
• Chapter 5: Diusione su piano on prolo simmetrio. We study of the
ball motion in the lateral diretion rst for the ase of a symmetri orrugated
plate (symmetri saw-tooth prole). We onlude that the ball diusive motion
is normal, that is of the Brownian type, both for onservative and the dissipative
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ase; no drift or net transport is observed. Furthermore, we study the dependene
of the diusion oeient on the dynamial parameters of the system.
• Chapter 6: Diusione su piano on prolo asimmetrio. We extend the
approah of the previous hapter to the ase of asymmetri sow-tooth plate proles.
In the onservative ase the partile diuses normally with no drift, regardless of
the asymmetry. Vie versa, in the dissipative ase, due to the inelasti ollision
between the ball and the plate, the lateral motion of the partile gets retied:
normal diusion ombines with a drift, the diretion of whih depends on the
asymmetry of the plate prole. We onlude that net transport of a bouning ball
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La dinamia di una sfera he rimbalza in modo anelastio su un piano in movimento
periodio, è stata oggetto di numerosi studi teorii e sperimentali a partire da un famoso
lavoro di Enrio Fermi pubbliato nel 1949 in relazione all'origine dei raggi osmii
primari. Suessivamente, questo sistema meanio apparentemente tanto semplie,
si è imposto ome prototipo di sistema dinamio he evolve verso il aos mediante
biforazione on raddoppio del periodo (period doubling). In questo ontesto è poi invalso
l'uso della denominazione inglese di bouning ball, adottato anhe nel presente lavoro,
in assenza di un adeguato equivalente nella nostra lingua. La bouning ball è stata
utilizzata in molteplii appliazioni ingegneristihe, quali, ad esempio, la generazione
ed il ontrollo di rumore in mahinari industriali (martelli pneumatii), il trasporto e
la separazione di materiali granulari (riso), il trasporto di omponenti in dispositivi di
assemblaggio automatio.
Il modello della bouning ball, essendo formulabile ome un elementare problema
di meania lassia, sembrerebbe non rihedere un partiolare approfondimento on-
ettuale. Ad un'osservazione più attenta, la trattazione di tale modello ondue ad
equazioni non integrabili, per la ui soluzione è neessario far riorso all'integrazione
numeria. Non bisogna periò meravigliarsi se il primo rieratore he abbia introdot-
to questo modello per lo studio di un problema sio più omplesso sia stato proprio
Enrio Fermi. Infatti, Fermi fu anhe tra i primi a omprendere e prevedere l'impulso
he i alolatori elettronii avrebbero impresso nei deenni seguenti allo studio di quei
sistemi meanii non integrabili, oggi noti ome sistemi dinamii.
Per illustrare l'interesse he questo modello ha susitato nel orso degli anni, presen-
tiamo brevemente i prinipali lavori he hanno per oggetto la bouning ball, proprio a
partire da quello pubbliato da Fermi per spiegare l'origine dei raggi osmii.
Nel suo artiolo del 1949, Fermi sostenne l'ipotesi he le partielle arihe he osti-
tuisono i raggi osmii vengono in media aelerate aquistando energia dalle ollisioni
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on le irregolarità del ampo magnetio interstellare in movimento. Questo meani-
smo di aelerazione tendeva a giustiare il fatto he i raggi osmii potessero essere
originati anhe a distanze molto elevate dal nostro sistema solare. Una desrizione she-
matia del proesso di aelerazione può essere ottenuta rappresentando la riessione
della partiella on le irregolarità del ampo magnetio ome se si trattasse di una olli-
sione elastia di un oggetto leggero ontro uno pesante. I prinipali modelli formulati a
proposito furono due: nel primo modello (modello di Ulam) l'oggetto leggero è onnato
fra due pareti delle quali una è ssa e l'altra mobile; nel seondo (modello di Pustylni-
kov), l'oggetto leggero rimbalza su una parete mobile sotto l'azione del ampo di forza
gravitazionale on aelerazione ostante.
Un primo tentativo di analisi (numeria) sistematia dell'aeleratore di Fermi si deve
ad un suo ollaboratore, Stanislaw Ulam, il quale onsiderò la ollisione elastia di una
partiella puntiforme fra una superie ssa ed una mobile. Negli anni seguenti questa
versione sempliata dell'aeleratore di Fermi venne analizzata in maggior dettaglio
in altri lavori, tra i quali segnaliamo quelli di Zaslavskii e Chirikov, di Lieberman e
Lihtenberg e di Brahi. Rappresentando il moto della partiella in termini della fase
del piano e della veloità della partiella al momento dell'impatto (rappresentazione in
mappa d'impatto), i lavori itati evidenziarono ome lo spazio delle fasi risultasse diviso
in zone di moto regolare on altre di moto irregolare. Venne inoltre messo in evidenza
ome, per leggi orarie del piano he ammettessero un suiente numero di derivate
ontinue, i risultati ottenuti fossero in aordo on il teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-
Moser), il quale aerma he per sistemi dinamii relativamente viini ad un sistema
integrabile, ontinuano ad esistere nello spazio delle rappresentazioni (spazio delle fasi
od altro) superi regolari aratteristihe di questo ultimo.
Questi lavori onfermarono ome un semplie sistema dinamio potesse produrre una
omplessa varietà di possibili soluzioni. Inoltre il problema dell'aeleratore di Fermi
divenne il paradigma di una larga lasse di sistemi di aelerazione nei quali le partielle
aelerate sono sottoposte a forze periodihe, e più in generale, di quei sistemi il ui
omportamento dinamio è esprimibile attraverso mappe ed equazioni dierenziali on
oeienti periodii. Un problema di partiolare interesse, ad esempio, è quello di una
partiella aria interagente on un onda elettromagnetia e onnata da uno spehio
magnetio (ylotron heating problem).
In seguito furono proposti altri modelli di aelerazione oltre a quello di Ulam. Pu-
stylnikov propose he la ollisione tra le partielle osmihe on le irregolarità del ampo
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magnetio interstellare fosse l'analogo meanio di una partiella leggera he rimbalzi
ontro un singolo piano in movimento soggetta ad una forza di rihiamo perpendiolare
al piano (ome aade per una sferetta he, sotto l'azione del ampo gravitazionale,
rimbalza sopra un piano rigido in isillazione vertiale). L'estensione del modello di
Pustylnikov al aso di ollisioni tra sfera e piano anelastihe, è stato oggetto di no-
stri preedenti studi. Quei risultati verrano utilizzati in seguito ome punto di parteza
per la omprensione di alune proprietà della versione bidimensionale del modello di
Pustylnikov.
Come antiipato sopra, la bouning ball, fornise anhe un semplie modello per
studio di fenomeni esibiti da sistemi più omplessi, ome ad esempio il passaggio al aos
attraverso biforazioni on raddoppio del periodo. Si tratta di un fenomeno osservato
in molti sistemi elettrii, ottii, idrodinamii e meanii, quali la ella a onduzione di
Rayleigh-Bérnard e i iruiti risonanti RLC non lineari, per non itare svariati sistemi
himii e biologii.
Un esempio di sistema esteso rionduibile alla dinamia della bouning ball è una
atena unidimensionale di partielle aoppiate da forze armonihe e sottoposte ad un
ampo periodio esterno [15℄. Tale modello onosiuto ome atena sine-Gordon (SG)
disreta viene utilizzato ome approssimazione al primo ordine di una larga varietà di
sistemi sii, tra i quali i più noti sono le disloazioni nei retioli ristallini. Un'altra
tipia lasse di sistemi he possono essere desritti da una atena SG disreta, sono quelli
ostituiti da atene di spins interagenti.
Esperimenti ondotti su realizzazioni meanihe della bouning ball onfermarono
ome al variare dell'ampiezza di osillazione del piano, il passaggio al aos si veriasse
attraverso un proesso di biforazione on raddoppio del periodo sia pure limitatamente
alle prime biforazioni. Suessivamente si evidenziò il ruolo gioato dalla dissipazione,
la quale distrugge molti dei modi possibili previsti per il aso onservativo. Ciò portò ad
arontare la versione dissipativa di questo modello e ad approfondirne lo studio teorio e
numerio. Questo rihiese la risoluzione di equazioni impliite e periò maggiori apaità
di alolo. A seguito della migliorata eenza di alolo degli elaboratori elettronii,
l'analisi numeria venne preferita a quella sperimentale.
Finora i siamo soermati su sistemi sii rappresentabili mediante una bouning
ball, pur non essendo ostituiti essi stessi da aluna sfera soggetta a rimbalzi forzati.
Non sempre è osì, infatti, i sono sistemi per i quali si ha una immediata appliazione
di questo modello. Proessi tenologii per la produzione di materiali amor ultrani
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o di polveri mirosopihe (nanometrihe), prevedono l'utilizzo di amalgamatori mea-
nii oppure maine di grani di grande energia. I meanismi oinvolti in tali proessi
sono legati direttamente alla dinamia della bouning ball. Inoltre, una partiella he
rimbalza su di un piano in movimento ostituise un elemento omune a molti proble-
mi he oinvolgono le vibrazioni, ome ad esempio tutti quei dispositivi meanii nei
quali sono presenti parti libere di osillare. Per tale ragione il modello della bouning
ball viene utilizzato espliitamente in molteplii appliazioni ingegneristihe, ome ad
esempio la generazione ed il ontrollo di rumore in mahinari industriali, il trasporto e
la separazione di materiali granulari, il trasporto di omponenti in dispositivi di assem-
blaggio automatio. La dierenza tra i vari modelli proposti, dipende dal modo in ui
la partiella viene rihiamata verso il piano.
Una popolare variante di bouning ball è quella in ui una partiella impatta su
una superie on una forza di rihiamo di tipo armonio. Tale sistema denominato
osillatore impattato, risulta essere molto utilizzato in ingegneria navale. Imbarazioni
ormeggiate in porto sotto l'azione delle onde olpisono ripetutamente il molo, rimbal-
zando (in modo periodio o irregolare) sotto l'azione di rihiamo eseritata delle ime
di attrao. In questa situazione, la rigidità del molo può essere onsiderata innita ri-
spetto a quella delle imbarazioni; vengono osì onsiderati solamente i rimbalzi elastii,
nei quali la veloità d'impatto è istantaneamente invertita. L'analogia on l'osillatore
impattato è allora evidente. Valutare la frequenza degli urti è un importante fattore
da onsiderare nella fase di progettazione di un molo e della higlia della nave stessa.
Infatti, fenomeni di risonanza possono essere estremamente dannosi per entrambe le
strutture oinvolte. Anhe il omportamento di una nave rompighiaio he attraversa
la banhisa polare può essere riondotto alla dinamia dell'osillatore impattato.
In un reente lavoro abbiamo utilizzato il modello della bouning ball per ompren-
dere quali proprietà dei sistemi granulari in vibrazione vertiale siano rionduibili alla
dinamia del singolo grano. Sulla base di simulazioni numerihe abbiamo onluso he
la bouning ball ostituise il modello elementare per lo studio della materia granula-
re nello stato uidoioè l'equivalente dell'osillatore armonio nella teoria dei mezzi
elastii ontinui. Proseguendo in questa ottia, in questo lavoro aronteremo il ruolo
della dimensionalità interessandoi alla dinama di una partiella he rimbalza su di un
piano sagomato, on partiolare attenzione ad eventuali moti di deriva. Questo sistema
ha un immediato utilizzo nello studio della materia granulare, soprattutto nella om-
prensione dei meanismi di segregazione e trasporto dei materiali granulari e, più in
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generale, di oggetti assimilabili a partielle, he ome vedremo in seguito, hanno una
diretta appliazione anhe nelle nanotenologie.
Una grande sda per il orente ampo delle nanotenologie è quella di modellare e
ostruire motori miro- e nano-metrii he possano utilizzare l'energia fornita dall'ester-
no per generare ussi di massa e/o aria, nonostante la presenza di rumore ome ad
esempio quello termio. È iò he i motori proteii, perfezionati nel orso di milioni di
anni dall'evoluzione, fanno in ogni ellula degli organismi viventi, anhe se, la potenza
disponibile per orientare il movimento dei singoli ostituenti è diversi ordini di grandezza
inferiore alla dissipazione termia. Un importante risultato onfermato sperimentalmen-
te in anni reenti, è he, in aluni asi il rumore termio può addirittura favorire il moto
orientato di partielle in sospensione, fornendo il meanismo attraverso il quale queste
possono superare barriere di potenziale (motori browniani).
Se onsideriamo organismi viventi di piole dimensioni ome ad esempio una on-
higlia, si osserva he questa riese a muoversi sul fondale marino aprendo e hiudendo
iliamente i propri gusi. Modellando tale sistema si riava he il numero di Rey-
nolds e pari a ira 100. Per organismi di dimensioni migliaia di volte più piole (10−5
m), ome ad esempio i batteri, he si muovono on veloità pari ad alune volte la loro
lunghezza per seondo (10−5 m/s), un meanismo di loomozione ome il preedente
non è più eae in quanto il numero di Reynolds è estremamente piolo e da un punto
di vista matematio il moto è governato dall'equazione di NavierStokes senza termi-
ne inerziale. Tuttavia, il meanismo di loomozione ontinua ad essere deterministio
potendosi trasurare anora gli eetti della uttuazione termia.
A dimensioni anora più piole (dell'ordine di 10−8 m), ome quelle tipihe delle
bio-moleole sorge un nuovo problema. Gli spostamenti aratteristii assoiati al moto
diusivo dovuto al rumore termio sono molto più grandi di quelli prodotti da eventuali
meanismi di auto-loomozione. Quindi nei motori moleolari, a dierenza dei batteri,
il moto diusivo domina il moto deterministio.
Una soluzione largamente adottata in biologia è quella di onsiderare il motore mo-
leolare vinolato a muoversi lungo un perorso unidimensionale aratterizzato da una
sequenza periodia di buhe e barriere, dove queste ultime restringono signiativamen-
te la diusione. Come dimostrato sperimentalmente, il rumore termio gioa un ruolo
signiativamente importante in quanto fornise il meanismo (l'agitazione termia) at-
traverso il quale i motori moleolari possono superare le barriere energetihe. L'energia
neessaria per orientare il moto è fornita alzando ed abbassando le barriere e le buhe
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in maniera oppurtuna. Ciò può essere fatto ad esempio attraverso una modulazione
esterna dipendente dal tempo oppure fornendo energia tramite una reazione himia.
Un semplie esempio di motore browniano è quello di una partiella he si muove
in un potenziale a dente di sega asimmetrio. In seguito al famoso esempio fornito da
Feynman, tale prolo asimmetrio è spesso hiamato rathet. Feynman usò questi rathet
per mostrare ome la sola anisotropia strutturale non fosse suiente per produrre moti
unidirezionali in sistemi all'equilibrio. Però, se per in un sistema fuori dall'equilibrio
l'asimmetria strutturale si ombina on la diusione, allora si possono avere moti di
deriva anhe in presenza di forze he li ostaolano.
Si giustia osì il termine di motori browniani, infatti, possiamo dire he la partiella
ostituise il motore he utilizza ome arburante l'energia fornita dall'esterno e he
grazie all'asimmetria e al rumore termio riese muoversi in una direzione partiolare. Si
mette inoltre in evidenza he per avere un moto direzionale sono neessari due ingredienti
prinipali: la rottura della simmetria e la fornitura di energia.
Riordiamo he i primi modelli di questo tipo vennero introdotti negli anni novanta
per separare partielle tramite diusione, più reentemente, sono state adottate te-
nihe simili per ostruire eienti dispositivi attraverso i quali separare moleole di
DNA. Attualmente si sta aprendo un nuovo fronte di studio riguardante i rathet bidi-
mensionali he trovano un utilizzo diretto nella realizzazione di un'elettronia a livello
nanotenologio. Ad esempio, dierenti orientazioni delle strutture asimmetrihe posso-
no permettere di ontrollare dierenti fasi di elettroni. Oppure, ongurando in modo
opportuno i potenziali (in questo aso bidimensionali) e ombinandoli on sorgenti di
rumore termio e quantio è possibile realizzare una lente attraverso la quale foalizzare
o defoalizzare gli elettroni, osì ome aade per la lue on lenti ottihe.
Nel ontesto dei motori browniani si inserise il nostro lavoro di riera dove, una
partiella puntiforme e vinolata a muoversi al di sopra di una struttura periodia sotto
l'azione di una forza di rihiamo. Nel nostro aso l'energia viene fornita dall'esterno
ponendo in osillazione vertiale la struttura periodia. A ausa della sua geometria
il nostro sistema è intrinseamente bidimensionale; eventuali fenomeni diusivi saranno
rilevati lungo la direzione trasversale. Come intuito da Feynman, anhe noi veriheremo
he sarà possibile generare moti di deriva solo nel aso in ui all'asimmetria strutturale
si aggiunga una fonte di energia esterna, neessaria nel nostro aso, per ompensare la
dissipazione.
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Il ontenuto di questo studio è organizzato in sei apitoli ome segue:
• Capitolo 1: Moti diusivi. Presentiamo una breve disussione degli approi
deterministii e stoastii proposti in letteratura per modellare il moto browniano
ed i proessi diusivi in generale. Rivediamo brevemente i onetti della formu-
lazione Hamiltoniana della meania lassia alla base della moderna teoria dei
sistemi dinamii e riperorriamo in maniera ronologoa i prinipali lavori he sono
all'origine della teoria stoastia.
• Capitolo 2: Bouning ball in due dimensioni. Introduiamo le relazioni fonda-
mentali he i servono per studiare il sistema ostituito da una sfera he rimbalza
su un piano prolato on salanature parallele e regolari (ioè on prolo trasversa-
le periodio). Dopo aver denito, tramite la relazione d'impatto, la trasformazione
della veloità della sfera al momento del ontatto on il piano, presentiamo i prin-
ipali modelli introdotti per simulare il omportamento di una sfera he impatta
su tale struttura bidimensionale.
• Capitolo 3: Bouning ball elastia. Dopo aver denito il modello matematio
di bouning ball, formuliamo le equazioni del moto attraverso le quali determinare
la traiettoria di una sfera he rimbalza in modo elastio su di un piano in quiete.
Desrivendo queste equazioni in termini di una rappresentazione d'impatto, ria-
viamo una mappa dinamia impliita he sarà neessario integrare numeriamente.
Tra le varie rappresentazioni grahe del moto, segliamo quella nello spazio delle
veloità d'impatto. Ciò i permette di studiare in modo onveniente i ompor-
tamenti dinamii del sistema ed in partiolare di lassiare i vari tipi di orbite.
Vengono analizzate in dettaglio le orbite regolari e le orbite periodihe.
• Capitolo 4: Bouning ball anelastia. Studiamo la versione dissipativa dalla
bouning ball, ioè il aso in ui l'impatto tra la sfera e un piano in osillazione
vertiale avvenga on perdita di energia. Formulando le equazioni del moto in
termini di una rappresentazione d'impatto, estendiamo i risultati di nostri pree-
denti studi, relativi al sistema unidimensionale, al aso in ui il piano abbia una
struttura bidimensionale estesa (piano prolato).
• Capitolo 5: Diusione su piano on prolo simmetrio. Dopo alune on-
siderazioni sulla natura ergodia del sistema, arontiamo lo studio del moto nella
direzione orizzontale, ioè quella perpendiolare alle sanalature del piano, lungo
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la quale il prolo di quest'ultimo ha una forma regolare e simmetria. Verihia-
mo he il moto è diusivo on diusione normale, senza he si instaurino moti
di deriva, sia nel aso onservativo, sia in quello dissipativo. Inoltre, studiamo le
dipendenze del oeiente di diusione dai parametri di denizione del sistema.
• Capitolo 6: Diusione su piano on prolo asimmetrio. Estendiamo lo
studio del apitolo preedente alla situazione in ui sia presente un'anisotropia
ollisionale, ovvero, quando il piano ha prolo asimmetrio. Se il sistema è on-
servativo, il moto nella direzione orizzontale del piano dà origine a diusione nor-
male, senza he si favorisano moti direzionali. Vieversa, se 'è dissipazione, il
moto della bouning ball, pur rimanendo diusivo, produe fenomeni di trasporto.
Conludiamo osì he, per generare moti di deriva, è neessario ombinare l'asim-





Un seolo dopo il lavoro di Einstein, il moto browniano (BM) rimane anora un tema
fondamentale aperto alla disussione e ontinua sorgente di ispirazione in molti settori
delle sienze naturali. In questo apitolo presentiamo una breve disussione degli appro-
i deterministii e stoastii, proposti in letteratura per modellare il moto browniano ed
i proessi diusivi più in generale.
1.1 Caos vs. stoastiità
All'inizio del ventesimo seolo la teoria atomia della materia non era anora ompleta-
mente aettata dalla omunità sientia. Durante la riera di un fenomeno he pro-
vasse, senza ombra di dubbio, l'esistenza degli atomi, Eintein realizzò he . . . aording
to the moleular-kineti theory of heat, bodies of mirosopially-visible size suspended in
a liquid will perform movements of suh magnitude that they an be easily observed in a
mirosope . . . , ome srisse in un suo elebrato lavoro del 1905 [34℄. In questo lavoro,
rivolto a spiegare su basi teorihe il moto irregolare delle partielle browniane, Einstein
sostenne he il moto di queste piole partielle ha un arattere diusivo. Inoltre egli
soprì un'importante relazione he oinvolgeva il oeiente di diusione D, la visosità
del uido η, il raggio della partielle a (avendole assunte sferihe), il numero di Avogadro







Questa relazione è stata utilizzata per determinare sperimentalmente il numero di Avoga-
dro [24℄; infatti, il oeiente di diusione può essere misurato monitorando la resita
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on il tempo dello spostamento quadratio medio 〈(∆x)2〉 = 〈(x(t)− x(0))2〉, he si
attende essere lineare ome previsto dalla relazione
〈(∆x)2〉 ≃ 2Dt. (1.2)
L'equazione di Einstein (1.1), he può essere vista ome il primo esempio di teorema di
uttazione-dissipazione [70℄, permise la determinazione del numero di Avogadro e diede
una delle prove più onvinenti dell'esistenza degli atomi.
La spiegazione teoria del BM fornita da Einstein era basata sull'intuizione he il
moto irregolare di una partiella browniana è onseguenza dell'enorme numero di olli-
sioni per unità di tempo he questa ha on le moleole di uido irostante. Prima della
ipotesi di Einstein, la diusione e i fenomeni irregolari erano generalmente assoiati alla
dinamia deterministia di sistemi on molti gradi di libertà. Gli eetti he si hanno
nel trasurare i gradi di libertà osservando solo una piola parte del sistema, possono
essere studiati sia direttamente (ome proposto da Smoluhowski [115℄) sia modellando
tali eetti, attraverso la dinamia stoastia (ome proposto da Langevin [71℄). Sulla
base di questa ultima metodologia, il moto browniano ha fornito il prinipale stimolo
per la ostruzione della moderna teoria dei proessi stoastii.
In seguito alla (ri)soperta del aos deterministio [78℄ [96℄, fu hiaro he anhe si-
stemi ompletamente deterministii e on pohi gradi di libertà potevano dare origine
a moti irregolari apparentemente asuali, pratiamente indistinguibili da quelli prodotti
dai proessi stoastii. Questo implia un'eettiva imprediibilità dei sistemi aotii e la
neessità di una desrizione probabilistia anhe per sistemi rigorosamente deterministi-
i. D'altra parte, il suesso nella omprensione dei meanismi responsabili dell'onset
del aos e l'abbondanza di fenomeni interessanti nei sistemi deterministii a bassa di-
mensionalità, rearono aspettative ottimistihe riguardo la possibilità di elaborare un
approio deterministio sistematio per desrivere i fenomeni naturali irregolari. Ciò
diede origine ad un rapido sviluppo di sostiate tenihe di analisi delle serie temporali,
on l'idea di dimostrare il arattere deterministio di molti fenomeni irregolari.
Attualmente, siamo onsapevoli dei limiti di questa visione ottimistia [1℄ [65℄ e sap-
piamo he una risposta denitiva sul arattere stoastio o deterministio di un segnale
sperimentale è impossibile. Tuttavia, aluni strumenti utilizzati nell'analisi delle serie
temporali, ome ad esempio l'analisi entropia al variare delle sale di risoluzione, sono
utili per aratterizzare importanti proprietà dei sistemi omplessi. Tra i reenti sviluppi
in questo ontesto possiamo menzionare l'esperimento di Gaspard ed al. [48℄ sul moto
di una pertiella browniana. Il dibattito [29℄ [56℄ riguardo alla possibile interpretazione
10
dell'esperimento è una hiara indiazione di ome, un seolo dopo il lavoro origina-
rio di Einstein, il moto browniano ontinui ad essere oggetto di aese ed aasinanti
disussioni.
Aldilà della sua indubbia importanza appliativa, la nozione di aos deterministio
i porta anhe a rionsiderare aluni problemi he stanno alla base della formulazione
della meania statistia ome, ad esempio, l'appliabilità di una desrizione statistia
a sistemi on bassa dimensionalità. Inoltre, gli eetti ombinati di forzanti determi-
nistihe e di rumore, possono generare omportamenti estremamente ompliati, ome
ad esempio la risonanza stoastia [18℄ [45℄ e il ruolo del rumore olorato nei sistemi
dinamii [58℄.
1.2 Introduzione ai sistemi dinamii
In questa sezione rivediamo brevemente i onetti della formulazione Hamiltoniana della
meania lassia alla base della moderna teoria dei sistemi dinamii [55℄ [74℄ [73℄ [116℄.
1.2.1 Dinamia Hamiltoniana e sistemi integrabili
Equazione di HamiltonJaobi e variabili azioneangolo. L'utilità del formalismo delle
trasformazioni anonihe per risolvere le equazioni del moto di un sistema meanio,
è qualla di trovare una partiolare trasformazione he renda i nuovi momenti oniu-
gati ostanti. Per raggiungere questo sopo prendiamo in onsiderazione una funzio-
ne generatrie del tipo F2, ovvero, una funzione delle vehie oordinate e dei nuo-
vi momenti he per sempliità di notazione indihiamo ome α1, . . . , αn. Denotando









S(q1, . . . , qn, α1, . . . , αn), (1.4)
dove le βi sono le nuove oordinate oniugate alle αi. La relazione tra la nuova
Hamiltoniana H ′(α1, . . . , αn) e la vehia H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) è
H
(
qi, . . . , qn,
∂S
∂qi




= H ′(α1, . . . , αn). (1.5)
Qui la quantità a seondo membro della (1.5) è da onsiderare ome una quantità ostan-
te, e ioè, il valore assunto dalla Hamiltoniana stessa. L'equazione (1.5) è un equazione
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dierenziale del primo ordine alle derivate parziali per S nelle n variabili indipendenti qi
(i = 1, . . . , n), onosiuta in letteratura ome equazione di Hamilton-Jaobi indipendente
dal tempo. Risolvere l'equazione di Hamilton-Jaobi è pratiamente equivalente a risol-
vere le equazioni anonihe del moto e, ad eezione di una lasse di sistemi meanii
onosiuti ome separabili, questo è in generale, un ompito molto diile.
Per i sistemi ad un grado di libertà l'equazione di Hamilton-Jaobi è abbastanza
semplie da risolvere. La vehia Hamiltoniana è una funzione solamente di una oppia
di variabili anonihe (H = H(p, q)), e la nuova Hamiltoniana è solamente funzione di
un momento anonio (onstante) (H ′ = H ′(α)). Per i problemi indipendenti dal tempo,
il truo è porre la ostante di integrazioe α uguale all'Hamiltoniana stessa, ioè, H ′ = α


























le quali vengono trivialmente integrate per dare α = ostante = H ′ (per denizione) e
β = t− t0. (1.9)
Va osservato he per questo sistema ad un grado di libertà abbiamo due integrali he
sono la ostante del moto (non triviale) α e la ostante di inegrazione (triviale) t0.
Se assumiamo he il moto di un sistema Hamiltoniano sia periodio, allora nello
spazio (q, p) ritornerà nello stesso punto dopo un periodo aratteristio 2π/ω, dove ω è
la frequenza del moto legata al tempo T neessario per ompletare un ilo ompleto
(il moto sarà rappresentato nello spazio delle fasi da una urva invariante). L'idea delle
variabili azioneangolo è di trovare una oppia di variabili oniugate, tali he la oor-
dinata oniugata inrementi di 2π per iasun periodo del moto ompleto. Denotiamo
queste variabili on J e θ, dove J è il momento oniugato ostante. Ora, la oppia di

















= α = H ′(J). (1.11)
Per un'orbita on valore di α ssato (e da questo segue il valore ostante di J , poihé











La nostra rihiesta è he, ssato il valore di α, la variazione di θ su un ilo sia 2π, e

























e quindi, questa relazione e presa ome denizione della variabile azione. Rimane anora
da risolvere l'equazione di Hamilton-Jaobi (1.11) per la funzione generatrie S, dove












eseguito lungo la urva invariante on valore ssato di α = H ′(J) = E. Le equazioni
anonihe per l'Hamiltoniana trasformata sono
J˙ = − ∂
∂θ
H ′(J)) = 0, θ˙ =
∂
∂J
H ′(J) = ω(J), (1.17)
he possono integrarsi immediatamente per dare
J = onst.; θ = ω(J)t+ δ, (1.18)
dove ω(J) è la frequenza aratteristia del moto e δ = θ(0). Avendo ottenuto la variabile
azione dalla (1.16), e quindi da questa la sua preisa dipendenza da α, si può allora
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srivere S nella (1.15) in funzione di q e J . Ora, la (1.10) può essere usata per ottenere
la dipendenza espliita di p e q in termini di J e θ, ioè, p = p(J, θ) e q = q(J, θ).
In generale, l'equazione di Hamilton-Jaobi (1.5) per un sistema on n gradi di libertà
non può essere risolta senza he sia separabile, ioè, quando la funzione generatrie può
essere sritta ome somma di n termini iasuno dipendente da una sola oordinata e
quindi se risulta
S(q1, . . . , qn, α1, . . . , αn) =
n∑
k=1
Sk(qk, α1, . . . , αn). (1.19)
Una lasse piuttosto semplie di sistemi per i quali questa separazione è ovviamente
valida, è quella nei quali l'Hamiltoniana stessa è la somma di n parti indipendenti del
tipo











= αk, k = 1, . . . , n (1.21)
dove gli αk sono ollegati attraverso la relazione α = α1 + . . . + αn = H
′
ed α è il
valore dell'Hamiltoniana trasformata H ′. Spesso l'Hamiltoniana non è nella forma on-
veniente della relazione (1.20), tuttavia, i sono anhe situazioni nella quali l'equazione
di Hamilton-Jaobi può essere separabile se onsiderata in un opportuno sistema di
oordinate.





Sk(qk, α1, . . . , αn) (1.22)
mostra he ogni pk è una funzione di una sola qk. Inoltre, se il moto è periodio in
ognuna delle qk (
1






pk(qk, α1, . . . , αn)dqk (1.23)
1
Per sistemi periodii intendiamo quelli per i quali per iasun grado di libertà si veria he: (a) pk
e qk sono funzioni periodihe del tempo on lo stesso periodo, oppure (b) pk è una funzione periodia di
qk. Il aso (a) è generalmente onosiuto ome librazione, il aso (b) ome rotazione. Non è neessario
he i periodi dei moti in ogni grado di libertà siano gli stessi. Se il rapporto tra i dierenti periodi non
è un numero razionale, allora il moto e detto ondizionatamente periodio.
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dove Ck è una urva hiusa he orrisponde ad un ilo librazionale ompleto. Avendo
ottenuto le Jk (e le loro relazioni on le αk), queste possono essere sostituite nella S e









Sm(qm, J1, . . . , Jn), (1.24)
dove θk è la variabile angolo oniugata a Jk. L'Hamiltonian trasformata H
′(J1, . . . , Jn)
fornise le equazioni anonihe
J˙k = − ∂
∂θk




H ′(J1, . . . , Jn) = ωk(J1, . . . , Jn), (1.26)
dove le ωk sono le frequenze assoiate a iasun grado di libertà. Integrando le relazioni
preedenti si riava
Jk = onst. (1.27)
θk = ωk(J1, . . . , Jn)t+ δk, (1.28)
dove le δk sono delle ostanti arbitrarie (phase shifts). Notiamo he l'insieme J1, . . . Jn,
δ1 . . . , δn, ostituise l'insieme di 2n ostanti di integrazione he è rihiesto per la riso-
luzione del sistema di 2n equazioni al primo ordine.
Moto sui tori. Dalla nostra preedente disussione risulta evidente he la hiave per
integrare un sistema Hamiltoniano on n gradi di libertà, è trovare n integrali (ostanti)
del moto indipendenti. Se questi possono essere posti nella forma di n momenti oniu-
gati ostanti, allora, le equazioni di Hamilton sono trivialmente risolte. Inoltre, se è
possibile trovare n modi librazionali indipendenti, allora, è denibile in modo espliito
un sistema di variabili azione.
L'esistenza degli n integrali del moto Fi, signia he le traiettorie nello spazio delle
fasi saranno onnate su di una supere n-dimensionale M denita in uno spazio delle
fasi a 2n dimensioni. Un teorema standard della topologia (il teorema di Poinaré-Hopf)
aerma he una superie n-dimensionale (ome nel nostro aso M) (2) ha la topologia
di un toro n-dimensionale.
2
Superie per la quale si possono denire n vettori indipendenti he ostituisono un ampo
vettoriale tangente ad M .
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Per un sistema onservativo di n gradi di libertà, ioè on E = H(p, q), he sia om-
pletamente integrabile valgono le seguenti onsiderazioni sul numero delle dimensioni:
(i) Phase-spae; 2n-dimensionale;
(ii) Energy shell : (2n− 1)-dimensionale;
(iii) Tori: n-dimensionale.
Da queste relazioni possiamo dedurre alune importanti onseguenze. In partiolare,
per n = 2, i tori bidimensionali sono rahiusi in una energy-shell tridimensionale, que-
sto signia he i tori dividono la shell in un interno ed un esterno. Periò, 'è un gap
tra i tori (iò si veria per sistemi non integrabili), ed allora una traiettoria ompresa
in un partiolare gap non potrà usire da questo.
Valendo la natura periodia del moto segue he una grandezza dinamia f(p, q) sarà
esprimibile ome una serie di Fourier multipla nelle variabili angolo θ1, . . . , θn. Così, per











sono i oeienti di Fourier. Le variabili he possono esprimersi attraverso
tali serie multiple sono generalmente indiate ome multiplamente periodihe e il loro
omportamento sarà determinato tramite i valori delle frequenze ωi. Se le frequenze
non sono in rapporto razionale, allora il moto su di un dato toro non si ripeterà mai
esattamente. Queste orbite sono generalmente dette quasi-periodihe. Così, una singola
orbita potrà eventualmente rioprire il toro in modo uniforme; ioè, il moto è ergodio
sul toro. Se, vieversa, le frequenze sono tutte in rapporto razionale tra loro il moto
potrà ripetersi, queste sono quelle he generalmente vengono denite ome orbite hiuse.







Il moto on questo rapporto tra le frequenze produe sul toro un orbita he si hiuderà
su se stessa dopo m ili della variabile angolo θ1, e n ili di quella θ2. Per il aso
n-dimensionale, ahé l'orbita sia hiusa, devono valere n− 1 relazioni del tipo
n∑
i=1
kiωi = 0. (1.31)
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∣∣∣∣ 6= 0. (1.32)
Questa assiura he le frequenze varino da toro a toro (ioè, il sistema è non linea-
re). Periò, data una partiolare shell energetia, aluni tori saranno operti da orbite
hiuse, mentre altri tori saranno popolati da orbite quasi-periodihe. Nonostante i
siano un innità di numeri razionali, questi ostituisono un insieme di misura nulla
nello spazio dei numeri reali, osì, per un sistema non degenere, l'insieme dei tori on
orbite hiuse, anhe se denso, sarà innitamente più piolo rispetto a quello dei tori
operto da orbite quasiperiodihe. Tuttavia, vedremo he le orbite hiuse gioheranno
un ruolo signiativo per determinare le proprietà dei sistemi integrabili sottoposti a
perturbazioni.
1.2.2 Sistemi quasi-integrabili
In questa sezione forniremo una desrizione qualitativa di quei sistemi Hamiltoniani he
possono essere trattati ome perturbazione dei sistemi integrabili; li indiheremo ome
sistemi quasi-integrabili. Prima però, rivediamo il aso semplie di una Hamiltoniana
autonoma on due gradi di libertà, o equivalentemante, una Hamiltoniana dipenden-
te dal tempo on un solo grado di libertà. La proprietà aratterizzante dei sistemi
quasi-integrabili è la presenza simultanea di traiettorie regolari e regioni di stoastiità
intimamente mishiate tra loro e separate da orbite regolari. Le traiettorie stoastihe
sono onseguenza del moto generato dalle equazioni di Hamilton, queste sono quindi
deteministihe e non ontengono forze di tipo stoastio aggiunte ad ho. Illustrere-
mo questa situazione attraverso un esempio molto disusso in letteratura he è quello
dell'aeleratore di Fermi [40℄ [74℄ [76℄. Per sistemi autonomi on più di due gradi di
libertà, le dierenti regioni di stoastiità non sono più separate de orbite regolari, ma
sono unite da tra loro, questo porta al fenomeno della diusione di Arnold [9℄, he
tuttavia, esula dai nostri interessi.
Consideriamo un sistema quasi-integrabile a due gradi di libertà he sia autonomo e
periodio, e per il quale possiamo esprimere l'Hamiltoniana nella forma seguente
H(J1, J2, θ1, θ2) = H0(J1, J2) + ǫH1(J1, J2, θ1, θ2), (1.33)
dove: J e θ sono le variabili azione-angolo per il moto non perturbato, la perturbazione
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ǫ è piola, H0 è funzione delle sole variabili azione e H1 è una funzione periodia nelle
variabili angolo θi (i = 1, 2).
Attualmente, le proprietà generali di questi sistemi sono omprese in modo abba-
stanza soddisfaente; le traiettorie giaiono sulla superie tridimensionale H = onst.
appartenente ad uno spazio delle fasi quadrimensionale. In aordo on il teorema KAM
[6℄ [7℄ [8℄ [69℄ [94℄, risulta he una frazione nita di traiettorie nello spazio delle fasi è
regolare, ioè, sono assoiate on i primi integrali del moto. Le altre traiettorie mostrano
un omportamento stoastio o aotio, ed inoltre, risultano intimamente mesolate on
quelle regolari.
Traiettorie regolari. Poihé le traiettorie regolari dipendono in modo disontinuo dalla
selta delle ondizioni iniziali, la loro presenza non implia l'esistenza di un integrale
isolato (globalmente invariante) o simmetrie del sistema. Comunque, le traiettorie rego-
lari, dove esistono, rappresentano invarianti del moto esatte. Queste traiettorie possono
essere: o ondizionatamente periodihe nelle variabili angolo, allora rioprono densa-
mente una superie toroidale denita da un valore ostante dell'azione e sulla quale le
variabili angolo si muovono nelle due direzioni della superie on frequenze inommen-
surabili (questo è il aso generio); oppure, sono urve hiuse periodihe he si avvolgono
attorno al toro un numero intero di volte. Le traiettorie regolari sono studiate in modo
onveniente usando la teoria delle perturbazioni e rappresentandole attraverso sezioni
di superie nello spazo delle fasi (sezioni di Poinaré).
Vari tipi di traiettorie regolari e le loro intersezioni on una supere denita ome
θ1 = onst. sono mostrate in gura 1.1 [74℄; questa mostra in oordinate polari la
superie J2, θ2 per una Hamiltoniana on due gradi di libertà. Il aso (a) rappresenta
una generia traiettoria he opre l'intera superie del toro. Il moto attorno l'asse
maggiore del toro è periodio in θ1 on periodo 2π. Le suessive intersezioni della
traiettoria on la sezione di superie avvengono per θ2 = θ21, θ22, θ23 . . . e giaiono su
di una urva invariante hiusa he rioprono densamente dopo lunghi periodi di tempo.
Il aso (b) è un esempio di una risonanza
kω1(J) + kω2(J) = 0, (1.34)
on ω1 = θ˙1 e ω2 = θ˙2, e on k ed l numeri interi. La traiettoria risonante è hiusa e
periodia in θ1 e θ2. Per k = 5, l = 2, ome mostrato nel aso (b), le suessive interse-
zioni di questa traiettoria on la sezione di superie sono rappresentate da inque punti
distinti, detti punti ssi o punti periodii del moto. Ci riferiremo a questo tipo di mo-
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Figura 1.1: Intersezioni di una traiettoria on una sezione di superie denita da θ1 = onst. [74℄. (a)
urva invariante; (b) risonanze primarie (punti ssi) on k = 5 ed l = 2; () isole primarie intorno alla
risonanze primarie; (d) risonanze seondarie; (e) regione di stoastiità limitata da due urve invarianti;
(f) regione di stoastiità in prossimità delle isole primarie.
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to ome risonaze primarie, poihé sono traiettorie periodihe hiuse dell'Hamiltoniana
imperturbata H0. La risonanza è un aso speiale di una urva invariante per la quale
il numero di avvolgimento k/l è razionale. Le risonanze e le loro interazioni gioano un
ruolo ruiale nelle omparsa del moto stoastio nei sistemi quasi-integrabili.
Il aso () mostra una sezione di superie di una generia traiettoria negli intorni
delle risonanze primarie di g. 1.1b. Le suessive intersezioni della traiettoria on la
sezione di superie formano un insieme di inque urve hiuse ontinue, dette isole
primarie, he irondano i punti ssi del aso (b). Come illustrazione nale della om-
plessità di moti possibili, il aso (d), mostra la sezione di superie per una traiettoria
periodia hiusa he, avvolgendosi tre volte intono a iasuna risonanza primaria on
k = 5, l = 2, forma 15 intersezioni ome 15 sono i ili ompleti di θ1. Questo è un
esempio di una risonanza seondaria he aoppia il moto intorno ad una isola prima-
ria on un moto imperturbato periodio. Le risonanze seondarie sono prodotte dalla
Hamiltoniana di perturbazione H1 e sono a loro volta irondate da isole seondarie.
Attraverso questo esempio abbiamo erato di hiarire la struttura estremamente
ompliata delle traiettorie regolari; le risonanze primarie danno origine alle risonanze
seondarie e alle loro isole, e osì via, in modo ilio.
Regione di stoastiità. Nella regione di stoastiità le traiettorie riempiono una porzio-
ne nita della shell energetia nello spazio delle fasi. Le suessive intersezioni di una
singola traiettoria stoastia on la sezione di superie riempiono un'area nita. In
gura 1.1 sono mostrate due traiettorie stoastihe. Nel aso (e) è mostrata una singola
traiettoria he riopre un porzione di superie a forma di anello, dove quest'ultima è
delimitata da due urve invarianti del tipo simile a quelle mostrate nel aso (a). In
questa regione esistono traiettorie periodihe, ma le traiettorie viino a queste ultime, o
non danno origine ad isole stabili nell'intorno dei punti ssi, o le isole di stabilità sono
troppo piole per essere viste. Il aso (f) mostra una zona di stoastiità, popolata da
una singola traiettoria, viino le isole mostrate nel aso ().
Moto stoastio si veria sempre viino alla separatrie tra le urve invarianti e le
loro isole. Viino la separatrie, la frequenza di osillazione assoiata alle isole (indiata
on ω) tende a zero. La ondizione di risonanza per l'osillazione imperturbata alla
frequenza ω0
kω − ω0 = 0, (1.35)
porta ad una separazione tra le azioni delle risonanze viine (k e k + 1) he, a sua
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volta, tende a zero all'avviinarsi alla separatrie. Ci si può osì riferire alla regione di
stoastiità he si forma viino alla separatrie ome resonane layer. Per una piola
perturbazione ǫ, in un sistema a due gradi di libertà, gli strati sono sottili e saparati da
urve invarianti, sono isolati l'un l'altro e il moto da uno strato all'altro è vietato. Al
resere di ǫ, le urve invarianti, he separano le atene di isole viine on gli strati di
stoastiità, sono perturbate sempre di più nhé non vengono distrutte. I resonane
layer si ombinano insieme quando viene distrutta l'ultima urva invariante he separa
questi strati he irondano le atene di isole adiaenti.
Una spiegazione del motivo per il quale il moto nelle viinaze delle separatrii è
aotio, può essere riavata dal onetto di sovrapposizione delle risonanze [25℄; per
questo metodo, la sovrapposizione di risonanze di ordini sempre maggiori (isole on
isole) rendere il moto sempre più ompliato.
Abbiamo visto he, viino a iasuna risonanza del sistema, le traiettorie sono for-
temente perturbate. Alla risonanza stessa, i sono pertiolari valori delle oordinate,
i punti ssi di gura 1.1b e d, per i quali esistono traiettorie hiuse e periodihe. La
stabilità del moto linearizzato, riavata dall'espansione (in serie di Taylor) di queste
traiettorie periodihe, ha inuenza sulla stoastiità del sistema: soluzioni linearmente
stabili portano a moti regolari, soluzioni linearmente instabili portano alla divergenza
esponenziale delle traiettorie. L'intensità della divergenza può essere interpretata diret-
tamente ome una misura della stoastiità, infatti, quando in una regione dello spazio
delle fasi, tutte o quasi tutte le soluzioni periodihe sono linearmente instabili, allora i
possiamo aspettare in quella stessa regione traiettorie aotihe.
Aeleratore di Fermi. Esiste una stretta onnessione tra sistemi Hamiltoniani a due
gradi di libertà e mappe he, onservando l'elemento di superie (area-preserving map-
ping), mappano punti di una sezione di superie bidimensionale in se stessa. Infatti, la
trasformazione he desrive le suessive intersezioni della traiettoria on la sezione di
superie è una mappa onservativa (on Jaobiano in modulo pari ad 1). Vieversa, un
problema dinamio he può essere espresso direttamente ome una mappa, ha anhe una
rappresentazione Hamiltoniana ottenibile dall'espansione della trasformazione in serie di
Fourier.
Ora, introduiamo un esempio di sistema dinamio he può essere rappresentato da
una area-preserving mapping, e he inoltre illustra la natura stoastia delle traiettorie
per un sistema a due gradi di libertà. La mappa, he si ottiene da un'idealizzazione
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Figura 1.2: Spazio della fasi (grao a sinistra) e distribuzione delle veloità P (u) (grao a destra)
per l'aeleratore di Fermi. Si è fatta evolvere una singola traiettoria per per 623000 impatti on il
piano mobile. La linea tratteggiata è stata ottenuta analitiamente [76℄.
del moto unidimensionale di una partiella he rimbalza tra una superie ssa ed una
in movimento, fu introdotta da Fermi [40℄ ome modello per l'aelerazione dei raggi
osmii. Sia un la veloità della sferetta normalizzata rispetto alla massima veloità
raggiunta dal piano, e sia ψn, la fase del piano al momento dell'n-esimo impatto tra
partiella e piano. Avremo allora la mappa
un+1 = |un + sinψn|, (1.36)




dove M è la distanza tra le superi rinormalizzata e un+1 è presa in valore assoluto.
Trasformazioni di questo tipo possono essere esaminate numeriamente per migliaia
di iterazioni [21℄ [75℄ [76℄, permettendo osì una onosenza dettagliata del omporta-
mento strutturale e una desrizione delle proprietà statistihe per il sistema dinamio
in esame. In gura 1.2 [74℄ è rappresentata la superie uψ, avendo selto M = 100,
per una singola traiettoria, seguita per 623000 impatti on il piano, on veloità iniziale
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u0 ≈ 1 piola. Si osserva he la superie è divisa in tre regioni: (1) regione on valori
delle veloità u elevate, nella quale le urve invarianti (KAM) dominano rispetto agli
strati di stoastiità in prossimità delle separatrii assoiate alle verie risonanze; (2)
regione on valori delle veloità u intermedi, nella quale, le isole invarianti assoiate alle
soluzioni periodihe linearmente stabili sono irondate da zone stoastihe; (3) regione
on valori della veloità u pioli, detta prinipalmente stoastia, nella quale tutte la
soluzioni periodihe primarie sono instabili.
Entrambe le regioni (2) e (3) esibisono un moto on stoastiità forte o on stoasti-
ità globale. Nell'ultima regione, sebbene tra suessive iterazioni esistano orrelazioni,
è possibile approssimare la dinamia del sistema assumendo una random phase approxi-
mation per la oordinata angolare e desrivendo osì il momento generalizzato attraverso
una equazione diusiva.
1.3 Moto Browniano
In questa seonda parte di questo apitolo, presenteremo brevemente i onetti basilari
dell'approio stoastio al moto Browniano, riperorrendo in maniera ronologia i
lavori he sono all'origine della teoria stoastia [46℄ [110℄.
1.3.1 Introduzione storia
L'osservazione he, quando sospesi in aqua, pioli granelli di polline sono in uno stato
di agitazione molto irregorale, fu studiata per la prima volta in modo sistematio da
Robert Brown nel 1827, e per tale ragione questo fenomeno prese il nome di moto brow-
niano. Brown era un botanio e la sua intezione era quella di veriare se il movimento
irregolare fosse in qualhe modo una manifestazione di attività biologia. In seguito,
questa interpretazione del moto browniano venne eslusa dall'osservazione he questo
fenomeno era presente in ogni sospensione di partielle ni di vari materiali non organii,
ome ad esempio vetro e vari tipi di minerali.
L'enigma del moto bowniano non venne risolto subito, per avere una spiegazione
soddisfaente si dovette aspettare no 1905, quando Einstein pubbliò un artiolo dal
titolo Über die von der molekular-kinetishen Theorie der Wärme geforderte Bewegung
von in ruhenden Flüssigkeiten suspendierten Teilhen [34℄. La stessa spiegazione fu
sviluppata in modo autonomo da Smoluhowski [115℄, il quale fu anhe responsabile di
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molti sviluppi teorii suessivi e di molte verihe sperimentali della teoria del moto
browniano.
Nel suo lavoro Einstein evidenziò due aspetti fondamentali:
(i) il moto è ausato dagli impatti estremamente frequenti tra il grano di polline e le
moleole di liquido dove esso è sospeso, e dove queste ultime sono in ontinuo movimento.
(ii) il moto di queste moleole è talmente ompliato he, i loro eetti sul grano di
polline, possono essere solamente desritti probabilistiamente in termini di impatti
estremamente frequenti e statistiamente indipendenti.
L'esistenza di uttuazioni ome queste impliano una trattazione statistia per fe-
nomeni di questo tipo. La meania statistia era già stata utilizzata in preedenza
da Maxwell e Boltzmann nelle loro famose teorie dei gas, ma solo ome desrizione dei
possibili stati assoiati a sistemi on molti gradi di libertà, e di ome questi stati ve-
nivano raggiunti. L'elemento probabilistio non era interpretato ome parte intrinsea
dell'evoluzione del sistema stesso. Rayleigh [109℄ fù in realta il primo a onsiderare una
desrizione statistia in questo ontesto, ma per vari motivi, la sua proposta non portò
a sviluppi suessivi. Per tali ragioni la spiegazione di Einstein deve essere onsiderata
ome l'inizio dell'interpretazione stoastia dei fenomeni naturali.
Riperorriamo i onetti base he Einstein propose per la spiegazione del BM. Egli
assunse he il moto di ogni singola partiella dovesse essere indipendente da quello delle
altre partielle, inoltre, onsiderò he il moto di iasuna partiella, valutato ad istanti
di tempo non eessivamente viini, dovesse essere onsiderato ome eventi omple-
tamente indipendenti. Periò, egli onsiderò un intervallo di tempo τ he fosse molto
piolo rispetto agli intervalli di tempo rilevabili sperimentalmente, e ontemporanea-
mente, tale da rendere il movimento di una stessa partiella all'inizio e alla ne di questo
intervallo di tempo, due eventi sorrelati e indipendenti uno dall'altro; in altre parole,
τ doveva essere molto più grande delle sale dei tempi aratteristihe per il movimento
delle partielle.
Egli onsiderò he nel liquido fossero sospese n partielle, allora nell'intervallo di
tempo τ , la oordinata x di iasuna partiella subirà uno spostamento ∆ dierente da
partiella a partiella (∆ assume valori positivi o negativi). Il numero di partielle dn
he subirà uno spostamento on valori ompresi tra ∆ e ∆ + d∆ sarà proporzionale al
numero di partielle n e alla larghezza dell'intervallo d∆, ovvero, sarà esprimibile da
una legge del tipo
dn = nφ(∆)d∆, (1.38)
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dove φ, he rappresenta la ostante di proporzionalità, sarà una funzione diversa da zero
solamente per pohi valori di ∆, ed inoltre, soddisferà alle ondizioni∫ +∞
−∞
φ(∆)d∆ = 1, φ(∆) = φ(−∆). (1.39)
Sulla base di queste assunzioni, Einstein erò di trovare la relazione he legava il
oeiente di diusione alla funzione φ, riduendo la disussione a quei asi in ui il
numero ν di partielle per unità di volume, dipenda solo dal tempo t e dalla posizione
x, ioè ν = f(x, t). Calolando la distribuzione di partielle all'istante t+ τ partendo da
quella all'istante t, dalla denizione della funzione φ(∆), riavò he il numero di partielle
he al tempo t + τ sono omprese tra i piani perpendiolari all'asse x e passanti per i
punti x e x+ dx, è dato dalla relazione




Sviluppando in serie di Taylor la f(x, t) in entrambi i membri dell'uguaglianza, utiliz-
zando le proprietà 1.39 (normalizzazione e parità della φ) e trasurando i termini pioli,


























∆2φ(∆)d∆ rappresenta il oeiente di diusione. Tale equazione











he rappresenta una gaussiana entrata in x0, la ui larghezza rese linearmente on il
tempo seondo la relazione
〈(x− x0)2〉 = 2Dt. (1.44)
Tornando allo spostamento subito da iasuna partiella, Einstein onluse periò he,
in media, questo spostamento λx nella direzione x, era una quantità proporzionale al







La derivazione di Einstein era basata sull'assunzione di una sala temporale disreta,
ovvero, sul fatto he gli impatti avvengono agli istanti di tempo disreti 0, τ, 2τ, 3τ, . . .,
e he quindi, l'equazione risultante (1.42) per la funzione di distribuzione f(x, t) e la
sua la soluzione (1.43), devono essere onsiderate approssimazioni nelle quali τ è osì
piolo da poter onsiderare t una variabile ontinua.
1.3.2 Equazione di Langevin
Qualhe anno dopo il lavoro di Einstein, Langevin [71℄ fornì uno dei primi tentativi di
sviluppo di una teoria puramente dinamia per la derivazione del moto browniano.
Langevin onsiderò l'equazione di Newton, he per sempliità riduiamo ad una sola
dimensione indiata on x, per una partiella sferia di raggio a e massa m sospesa in
un uido. Sulla partiella agivano solamente due forze:
(i) una resistenza visosa, he formulò in termini analoghi a quelli dell'idrodinamia, e
quindi, pari a −6πηadx/dt, dove η è la visosità;
(ii) una forza random ξ(t), he modellava gli eetti degli impatti estremamente frequenti
ai quali la partiella era sottoposta da parte delle moleole di uido irostante, e quindi,
responsabile dell'agitazione termia della partiella stessa. Su tale forza, Langevin fee
la sola ipotesi he il suo verso aveva la stessa probabilità di essere positivo o negativo.







he, moltipliata per x e mediata su tutte le partielle, avendo posto v = dx/dt, diviene









Dalla meania statistia era noto he l'energia inetia media di una partiella brow-






dove T è la temperatura assoluta e k è la ostante di Boltzmann, inoltre, dalla natura






















dove C è una ostante arbitraria. Langevin stimò he il deadimento esponenziale
tendeva a zero su sale temporali molto più piole di quelle sperimentali, osihé
tale termine poteva essere trasurato. Quindi, l'integrazione della (1.50) fornise ome
soluzione










La (1.46) rappresenta il primo esempio di equazione dierenziale stoastia; la sua
soluzione oinide on quella fornita da Einstein, anhe se, i dei sienziati raggiunsero i
loro risultati in modo del tutto indipendente.
I lavori di Langevin, assieme a quelli di Ornstein a Uhlenbek [127℄, ostituisono
le fondamenta della teoria delle equazioni dierenziali stoastihe, anhe se risultavano
insoddisfaenti, in quanto rimanevano al livello di una desrizione fenomenologia.
La sda suessiva per una formulazione di una teoria dinamia del BM, era quella
di apirne l'origine a livello mirosopio. Un tentativo molto preoe venne fatto da
Smoluhowshi [115℄ nel 1906; egli tentò di derivare la diusione su larga sala delle
partielle browniane partendo dalle desrizione mirosopia delle loro ollisioni on le
moleole del uido. Un rinato interesse riguardo a tali fenomeni si ebbe aluni anni
dopo, quando si realizzò he anhe un sistema puramente deterministio, omposto da
un grande numero di partielle, produe diusione marosopia. Questi modelli ebbero
un'importante impatto nella giustiazione della teoria del moto browniano, e più in
generale, nella derivazione di una teoria mirosopia dell'irreversibilità onsistente.
Aluni di questi lavori onsideravano atene di osillatori armonii di massa uguale
[125℄ [90℄ [42℄ [100℄, mentre altri [126℄ [111℄ [89℄, analizzarono il moto di una impurità
pesante, linearmente aoppiata ad una atena di osillatori on massa uguale. Per un
numero innito di osillatori, il momento della partiella pesante si omporta ome un
proesso stoastio desritto dell'equazione di Langevin (1.46). Quando il numero degli
osillatori è nito, la diusione rimane un fenomeno tale solo su intervalli di tempi lunghi
ma limitati.
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A seguito della soperta del aos nei sistemi dinamii, si realizzò he anhe un pi-
olo sistema a bassa dimensionalità poteva esibire omportamenti diusivi. In questo
ontesto, il gas di Lorentz bidimensionale [77℄, he desrive il moto di una partiella li-
bera attraverso un retiolo di ostaoli rigidi dalla forma irolare, rappresenta uno degli
esempi più signiativi. Le traiettorie delle partielle possono essere balistihe o aotihe
ome onseguenza della onvessità degli ostaoli. Nel seondo aso, su sale temporali
lunghe, lo spostamento quadrato medio dalla posizione iniziale della partiella rese
linearmente on il tempo. Il sistema di Lorentz è molto simile ai biliardi di Sinai [22℄
[114℄, he possono essere ottenuti dal gas di Lorentz ripiegando il moto nella ella uni-
taria di periodiità. Lo studio estensivo dei biliardi, ha mostrato he il omportamento
aotio può essere generalmente assoiato alla diusione nei modelli semplii on pohi
gradi di libertà, avanzando l'idea he il aos fosse la vera origine dei proessi diusivi.
Tuttavia, più reentemente [30℄, è stato mostrato ad esempio, he anhe un sistema de-
terministio non aotio, ome una partiella he rimbalza in un biliardo bidimensionale,
dove gli ostaoli di forma poligonale sono distribuiti asualmente (modello wind-tree di
Ehrenfest [33℄), può esibire un omportamento diusivo.
La diusione nei sistemi deterministii è un generio fenomeno presente anhe in
semplii mappe aotihe unidimensionali; tra i molti ontributi rivolti allo studio di
queste mappe, segnaliamo quelli di Fujisaka, Grossmann [44℄ [57℄ e Geisel [50℄ [49℄.
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Capitolo 2
Bouning ball in due dimensioni
In questo apitolo introduiamo le relazioni fondamentali he i serviranno per studiare
il sistema ostituito da una sfera he rimbalza su di una superie piana, il ui prolo
ha una forma regolare e periodia, in presenza di un potenziale gravitazionale ostan-
te. Tale studio viene intrapreso per spiegare le proprietà dinamihe fondamentali dei
sistemi ostituiti da insiemi di grani sottoposti a vibrazioni vertiali. Prenderemo in
onsiderazione il aso di una sfera singola, trasurando periò le interazioni tra grani;
inoltre, non onsidereremo gli aspetti rotazionali del problema.
2.1 Leggi del rimbalzo
Per sempliare l'analisi del sistema introduiamo il seguente modello ideale [122℄. Af-
nhé il piano non sia perturbato dagli impatti on la sfera, assumiamo he la massa
del piano sia molto maggiore di quella della sfera (diiamo innitamente grande). Assu-
miamo, inoltre, he le ollisioni sfera-piano siano ompletamente desritte attraverso un
unio oeiente di restituzione he verrà denito in seguito. Trasuriamo tutte la forze
di attrito dovute alla resistenza dell'aria, osihé la sfera fra due rimbalzi sia sottoposta
solo alla forza di gravità. Trasuriamo, poi anhe, gli aspetti rotazionali del problema.
Inne, grazie alla simmetria della superie del piano, he ha forma regolare e periodia
lungo una direzione prestabilita, i ridurremo allo studio bidimensionale del sistema.
2.1.1 Coeiente di restituzione
Deniamo ora il oeiente di restituzione e. Consideriamo inizialmente il aso limite
di una sfera di raggio nullo (sfera puntiforme) he rimbalzi in modo istantaneo su un
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piano immobile (o di massa innita) e perpendiolare alla direzione del moto della sfera.
In tale situazione dette v− la veloità di aduta della sfera subito prima del rimbalzo e
v+ quella di partenza subito dopo il rimbalzo, la relazione he lega tali grandezze nel
aso elastio è: v+ = −v−; la sfera ambia ioè direzione della veloità istantaneamente
e senza perdita di energia.
Nel aso anelastio, invee, ad ogni impatto la veloità si ridue di una quanti-
ta proporzionale a v−, avremo ioè v+ = −const × v−. Chiamiamo tale ostante di




0 6 e 6 1. (2.1)
Ovviamente il oeiente e aratterizza la frazione di energia persa ad ogni impatto.
Consideriamo ora il aso in ui il piano non sia perpendiolare alla direzione del moto
della sfera, ma formi un angolo α (β) on la direzione perpendiolare all'aelarazione
di gravità g, ome mostrato in gura 2.1. Indiata on v− la veloità on la quale la
sfera arriva sul piano immediatamente prima dell'impatto, questa avrà una omponente
normale v−n ed una tangente v
−
t alla superie del piano inlinato. Nel aso di un
rimbalzo elastio, avremo he la omponete tangente della veloità si onserva, mentre
quella normale si inverte, ovvero, per la veloità on la quale la sfera si distaa dal





n = −v−n . Se il rimbalzo è anelastio avremo una situazione simile solamente
he in questa evenienza, ome nel aso unidimensionale, le veloità di partenza saranno
attenuate rispetto a quelle di arrivo. Indiate on et e on en le ostanti he legano
rispettivamente le omponenti tangente e normale delle veloità v+ e v−, valgono delle









he i permettono di denire un oeiente di restituzione normale ed uno tangente
alla superie del piano. Ovviamente tali oeienti di restituzione sono numeri non
negativi minori o uguali ad 1 (et, en ∈ [0, 1]).
Selto un sistema di riferimento artesiano 0xy, nel quale l'aelerazione di gravità
g ha omponenti (0, −g), è utile esprimere le relazioni he legano le omponeti delle

















































Figura 2.1: Legge del rimbalzo nel aso in ui il piano sia inlinato. a) Il piano forma un angolo α
rispetto alla direzione l'orizzontale. b) Il piano forma un angolo β rispetto alla direzione l'orizzontale.




2 α− en sin2 α)− v−y (et + en) sinα cosα (2.3)





2 β − en sin2 β) + v−y (et + en) sin β cosβ (2.5)
v+y = v
−
x (et + en) sinβ cosβ − v−y (en cos2 β − et sin2 β). (2.6)
Se assumiamo he i oeienti di restituzione siano uguali tra loro, et = en = e, le
relazioni preedenti si sempliano rispettivamente ome:
v+x = e(v
−
x cos 2α− v−y sin 2α) (2.7)
v+y = e(−v−x sin 2α− v−y cos 2α), (2.8)
v+x = e(v
−
x cos 2β + v
−
y sin 2β) (2.9)
v+y = e(v
−
x sin 2β − v−y cos 2β), (2.10)



















Gli angoli α e β possono variare nel primo quadrante della ironferenza gonometria, ovvero:










cos 2α sin 2α
− sin 2α cos 2α

 , B =


cos 2β − sin 2β









Dalle relazioni matriiali (2.11)(2.14) si mette in evidenza he la trasformazione delle
veloità assoiata al rimbalzo, onsiste nella riessione della omponente y, seguita da
una rotazione di un angolo pari a 2α (2β) on attenuzione del modulo della veloità
di una quantità proporzionale al oeiente e. Nel aso rappresentato in gura 2.1a
avremo una rotazione in senso antiorario di un angolo pari a 2α, mentre per quello di
gura 2.1b, la rotazione è in senso orario e pari a 2β.
2.1.2 Relazione d'impatto
Torniamo nella situazione in ui la sfera rimbalzi su di un piano lisio perpendiolare alla
direzione dell'aelerazione di gravità g. Introduiamo ora il moto del piano. Ad ogni
impatto, il moto del piano modia la veloità della sfera diversamente in funzione del
tempo. Nel sistema di riferimento del piano (sistema relativo) ad ogni rimbalzo ontinua
a valere la relazione (2.1) ioè
v+rel = −ev−rel (2.15)
Per ottenere l'analoga relazione nel sistema di riferimento assoluto, bisogna aggiungere
la veloità del piano vimp valutata nel momento dell'impatto
v+ass = v
+








ass − vimp v−rel = v+ass − vimp. (2.17)
Sostituendo nella (2.15) si ottiene la relazione d'impatto:
v+ass = [1 + e]vimp − ev−ass. (2.18)
2
Va notato he, se risulta α = β, per le matrii A e B questa simmetria degli angoli fa sì he
B = A−1 = AT . (2.12)
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Il olpo rievuto dal piano dà un ontributo [1 + e]vimp alla veloità della sfera.
Come disusso in 2.1.1, le relazioni preedenti si ompliano nel aso in ui il piano
sia inlinato rispetto all'aelerazione di gravità g (gura 2.1).
Supponiamo he il piano si muova nella direzione vertiale on legge oraria f = f(t).
Un generio punto P sulla superie del piano si sposterà nella direzione y on veloità
f ′(t), mentre non subirà spostamenti in direzione orizzontale. Indiata on vp la veloità
del generio punto sulla superie del piano, risulta vpx = 0 e vpy = f
′(t); mentre, vpt e
vpn sono, rispettivamente, la omponente tangente e normale alla superie del piano del
vettore vp. Assumiamo, inoltre, he il punto P sia la posizione in ui avviene l'impatto
tra la sfera ed il piano all'istante t. Nel sistema di riferimento solidale al piano (sistema








n = −en(vrel)−n . (2.20)
Queste, unitamente alla veloità del piano valutata al momento dell'impatto vimp ≡






























n − (vimp)n (vrel)−n = (vass)−n − (vimp)n. (2.24)






t + (1− et)(vimp)t (2.25)
(vass)
+
n = −en(vass)−n + (1 + en)(vimp)n. (2.26)
Esprimiamo le relazioni preedenti nel sistema di riferimento artesiano 0xy denito
prima e nel quale g ha omponenti (0, −g). Nel aso in ui sia α, l'angolo tra il piano




2 α− en sin2 α)− (v−y − vpy)(et + en) sinα cosα (2.27)
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v+y − vpy = −v−x (et + en) sinα cosα− (v−y − vpy)(en cos2 α− et sin2 α). (2.28)




2 β − en sin2 β) + (v−y − vpy)(et + en) sin β cosβ (2.29)
v+y − vpy = v−x (et + en) sin β cosβ − (v−y − vpy)(en cos2 β − et sin2 β). (2.30)
Anhe qui tali relazioni si sempliano se i oeienti di restituzione sono uguali tra di
loro; infatti per et = en = e si riava per le (2.27) e (2.28)
v+x = e(v
−
x cos 2α− w− sin 2α) (2.31)
w+ = e(−v−x sin 2α− w− cos 2α), (2.32)
mentre le (2.29) e (2.30) divengono
v+x = e(v
−
x cos 2β + w
− sin 2β) (2.33)
w+ = e(v−x sin 2β − w− cos 2β), (2.34)
dove on w± = v±y − vpy è stata denita la veloità relativa tra la sfera ed il piano nella
direzione y immediatamente prima (−) e immediatamente dopo l'impatto (+). In questo
modo possiamo estendere al aso di piano mobile le espressioni matriiali (2.11)(2.14)
avendo sostituito v±y on w
±
.
2.1.3 Modelli di sfera
Si possono introdurre diversi tipi di oeiente di restituzione a seonda del modello
introdotto per simulare la struttura d'un grano sferio ed inoltre si possono adottare
denizioni diverse a seonda he si onsideri il oeiente di restituzione tangente o
normale. I modelli utilizzati per simulare il omportamento di una sfera he rimbalza
derivano dal modo in ui viene shematizzata la materia granulare. Le prime rierhe
eettuate per studiare proprietà di aos moleolare [83℄, oppure rilassamento all'equili-
brio [2℄, furono basate su simulazioni di dinamia moleolare. A partire da questi primi
lavori il numero di grani nelle simulazioni è resiuto insieme on il numero dei pro-
blemi ai quali il formalismo della dinamia moleolare è stato appliato: transizioni di
fase all'equilibrio [3℄ e, più reentemente in sistemi lontani dall'equilibrio, fenomeni di
trasporto [4℄ [12℄ [62℄ [64℄, frattura [63℄ e instabilità di ussi granulari [87℄.
La maggior parte delle simulazioni utilizza il metodo degli elementi disreti (disrete
element method o DE) [28℄ per il quale, la materia granulare è onsiderata ome un
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sistema di partielle (grani) individuali. A seonda del tipo di interazione he si eserita
fra le partielle del sistema, si hanno diverse rappresentazioni; in partiolare possia-
mo onsiderare le partielle ome delle sfere rigide (hard sphere) oppure elastihe (soft
sphere).
Hard sphere (sfera rigida)
Il modello più semplie per simulare il omportamento di una partiella è quello di
pensarla ome una sfera rigida. Per tale situazione il potenziale di interazione agente
tra le partielle sferihe è di natura impulsiva; è nullo per distanze fra le partielle
superiori al loro diametro, ha valore innito per distanze inferiori, le ollisioni risultano
osì essere istantanee. Un'ulteriore sempliazione di tale modello è quello di onsiderare
il aso limite della sfera puntiforme ome abbiamo fatto in 2.2.
Nei modelli hard sphere più semplii si assume he il oeiente di restituzione nor-
male en sia indipendente dalla veloità di avviinamento delle sfere ed assuma periò un
valore ostante. Nel fare questa approssimazione bisogna tener onto di due aspetti. Il
primo è di natura tenia: un valore del oeiente di restituzione indipendente dalla
veloità ausa il fenomeno del ollasso anelastio, per il quale le partielle ompiono un
innito numero di ollisioni in un intervallo di tempo nito [91℄. Il seondo aspetto è
di natura sia: un valore ostante di en è in disaordo on i risultati sperimentali,
i quali evidenziano he en tende ad uno (rimbalzo elastio) all'annullarsi della ompo-
nente normale della veloità relativa d'impatto delle partielle [54℄. Nonostante l'esatta
dipendenza funzionale del oeiente di restituzione en dalla veloità di ollisione fra le
partielle vc non sia onosiuta esattamente, sono state proposte delle leggi empirihe










per vc < vt
e∞ per vc > vt
dove e∞ è una ostante, vt è un valore di soglia per la veloità e s è un numero reale
positivo (tipiamente vt ∼ √g e s ∼ 0.5÷ 1).
L'inremento di en al diminuire di vc evita il ollasso anelastio, indipendentemente




Un modello più viino alle situazioni reali è quello he onsidera la struttura interna
della sfera per tener onto del fatto he durante le ollisioni le pertielle si deformano.
Il potenziale attraverso il quale le partielle interagisono è di natura ontinua, periò
la forza he agise tra le partielle può essere determinata ad ogni istante e le ollisioni
hanno una durata temporale nita. Le forze agenti su iasuna partiella dipendono dal
modello adottato. Un modello di uso orrente è quello ostituito da una molla elastia
smorzata he eserita una forza diretta lungo la direzione della ongiungente tra le due
partielle ollidenti; la molla produe la forza di repulsione elastia mentre l'attenuatore
(dash-pot) fornise la dissipazione di energia durante l'impatto. Per questo modello
il oeiente di restituzione dipenderà dinamiamente dalla veloità di avviinamento
delle partielle ollidenti ome desritto in 2.1.3. Nonostante il modello soft sphere
sembri più realistio soprattutto nel limite statio, simulazioni basate sul modello hard
sphere, fornisono on oeiente di restituzione dipendente dalla veloità prestazioni
migliori nel aso di sistemi granulari uidi (ioè a basse densità e soggetti a vibrazioni
esterne intense) [80℄ [81℄.
2.2 Geometria della supere di rimbalzo
Il modello di bouning ball he abbiamo studiato più a fondo è quello di sfera puntiforme.
Nei apitoli suessivi studieremo quindi il moto di una sfera rigida dalle dimensioni
trasurabili he si muove in presenza della forza gravitazionale su di un piano il ui
prolo ha una forma regolare e periodia lungo una direzione prestabilita.
Assumiamo he il piano sia del tipo a dente di sega on periodiità L nella direzione
x e profondità massima h nella direzione y. Possiamo denire il prolo del piano c
attaraverso la relazione
c(x+ L) = c0(x) (2.35)
dove, c0(x) denise la forma del piano nel primo intervallo di periodiità, o ella, [0, L]






per 0 6 x < Lm
h
x− L
L− Lm per Lm 6 x < L.
(2.36)
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Figura 2.2: Generia traiettoria di una sfera he rimbalza su un piano on prolo a dente di sega
asimmetrio. Viene evidenziata la ella di periodiità del piano e gli angoli α e β he quest'ultimo
forma on l'asse delle asisse.
dove abbiamo indiato on Lm il valore dell'asissa nella quale l'ordinata è minima, ome
mostrato in gura 2.2.
Può risultare utile dare una legge di denizione per il prolo del piano su tutto l'asse




−(x− nL) tanα per 0 6 x < Lm
[x− (n+ 1)L] tanβ per Ln 6 x < L
(2.37)
dove, abbiamo indiato on n = int(x/L) il più grande intero minore di x e on x =
xmod(x, L) la parte frazionaria del rapporto tra x ed L. Il piano sarà osì ostituito
da una sequenza di opie cn della ella fondamentale c0, ome mostrato in gura 2.2,
iasuna identiata dall'indie n. Dalle relazioni he legano gli angoli α e β on i valori






L− Lm , (2.38)
segue he i valori degli angoli saranno ompresi nell'intervallo ]0, pi
2
[.
Consideriamo ora una sfera he parta dal piano (fermo) nella posizione x0 e si dista-
hi da questo on veloità v0 all'istante t0 = 0. Il fatto he la sfera inizi il suo moto dal
piano, impone delle ondizioni geometrihe he si traduono nel rihiedere he l'ordinata
della posizione iniziale valga y0 = c(x0) 6 0 e he, la veloità iniziale v0 non sia diretta
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v0y > −v0x tanα se 0 6 x0 < Lm
v0y > v0x tan β se Lm 6 x0 < L.
(2.39)
L'osservazione delle gure 2.1 e 2.2 failita la omprensione delle ondizioni preedenti.
Se il piano è in moto, il vinolo preedente si modia solamente nel sostituire la
omponente vertiale della veloità della sfera on la veloità relativa sfera-piano w0 =
v0y − vpy(t0) preedentemente denita, ottenendo osì

w0 > −v0x tanα se 0 6 x0 < Lm
w0 > v0x tan β se Lm 6 x0 < L.
(2.40)
In questo apitolo abbiamo denito il modello di sfera he verrà adottato nel seguito,
ioè il modello di sfera puntiforme, abbiamo espresso le leggi he regolano la trasforma-
zione delle veloità della sfera al momento dell'impatto nel aso in ui il piano sia statio
o in movimento, dove il prolo di quest'ultimo è stato denito ome una sequenza rego-
lare di spezzate. Finora non abbiamo detto nulla a riguardo delle leggi orarie del moto
della sfera tra un impatto e l'altro on il piano; queste verranno presentate di volta in
volta nei apitoli suessivi a seonda del tipo di proesso he studieremo. Inizieremo
analizzando il sistema nel aso in ui il sistema onservi l'energia totale; onsidereremo
periò rimbalzi elastii tra sfera e piano, on quest'ultimo a riposo. In seguito introdur-
remo la dissipazione nel sistema, he sarà mantenuto in regime stazionario ponendo il
piano in osillazione vertiale periodia.
3
La selta delle diseguaglianze in senso stretto eslude anhe la possibità di avere veloità iniziali




In questo apitolo studieremo il sistema ostituito da una sfera puntiforme (o punto
materiale) he rimbalza in modo elastio su di un piano statio on struttura periodia
e regolare, in presenza di un potenziale gravitazionale ostante. Per sempliare l'analisi
del sistema introduiamo le approssimazioni già presentate nel Cap. 2, ovvero assumia-
mo he la massa del piano sia molto maggiore di quella della sfera (diiamo innitamente
grande), trasuriamo tutte la forze di attrito dovute alla resistenza dell'aria, osihé la
sfera fra due rimbalzi sia sottoposta alla sola forza di gravità e, inoltre, trasureremo gli
aspetti rotazionali del problema.
3.1 Equazioni del moto
Introduiamo il modello matematio del nostro sistema, he i fornirà le equazioni del
moto attraverso le quali desrivere e determinare la traiettoria di una sfera he rimbalza
in modo elastio su di un piano on prolo regolare e periodio lungo una direzione
prestabilita (vedi 2.2). Grazie a questa simmetria possiamo ridurre la dimensionalità
del sistema limitandoi allo studio di un problema bidimensionale. Considereremo,
periò, il moto di una sfera puntiforme di massa m he si muove in presenza di un
potenziale gravitazionale on aelerazione vertiale ostante g, osihé l'Hamiltoniana








dove x ed y denotano rispettivamente la oordinata orizzontale e vertiale della sfera,
mentre px e py sono i momenti anoniamente oniugati ad x ed y. Considereremo
inizialmente il aso in ui il piano sia del tipo a dente di sega on periodiità L nella
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direzione x e profondità massima h nella direzione y (si vedano gure 2.2 e 3.1). De-





−(x− nL) tanα per 0 6 x < Lm
[x− (n+ 1)L] tanβ per Lm 6 x < L
(3.2)
La partiolare selta dell'origine dell'asse delle ordinate, e quindi della ostante addi-
tiva dell'energia potenziale U(y) = mgy, fa sì he −h 6 c(x) 6 0 e he U(0) = 0; quindi,
il moto di una sfera on energia totale (inetia più potenziale) negativa sarà onnato
all'interno di una singola ella. Le proprietà dinamihe di questo sistema possono essere
riondotte a quelle di una sfera he rimbalza tra due pareti he si interseano tra loro
in basso e sono innitamente estese verso l'alto (wedge billiard); tale sistema è stato
studiato in modo dettagliato sia analitiamente, sia numeriamente [72℄ [132℄ [133℄.
Vieversa, nel aso in ui si abbia un'energia positiva, la sfera potrà usire dalla ella
di partenza e vagare avanti ed indietro lungo tutto l'asse delle asisse. È proprio questa
situazione he andremo ad indagare in questo apitolo, ma per far iò, è neessario per
prima osa denire le equazioni del moto e seglierne una rappresentazione onveniente.
3.1.1 Leggi orarie
Consideriamo una sfera he parta dal piano all'istante t0 = 0, nella posizione iniziale x0
e si distahi da questo on veloità v0. Il fatto he la sfera inizi il suo moto dal piano,
impone he y0 = c(x0) e he la veloità iniziale v0 non sia diretta verso l'interno del
piano; sia ioè soddisfatta la ondizione (2.39) del paragrafo 2.2.
Date le ondizioni iniziali, il moto della sfera è sempliemente quello di un grave in
un ampo gravitazionale; valgono periò le seguenti leggi orarie per le posizioni x e y
x(t) = x0 + v0xt (3.3)
y(t) = y0 + v0yt− 1
2
gt2, (3.4)
e per le veloità,
vx(t) = v0x (3.5)
vy(t) = v0y − gt. (3.6)
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c0 cn=1 c2 c3c-1c-2
Figura 3.1: Generia traiettoria di una sfera he rimabalza su un piano on prolo a dente di sega
simmetrio. Viene evidenziata la ella di periodiità del piano c0(x) on x ∈ [0, L].
Vogliamo ora determinare l'istante nel quale la sfera olpirà il piano, osì da poter
riavare, tramite le (3.3)(3.6), le oordinate x e y del punto d'impatto e le omponenti
della veloità on la quale la sfera impatta sul piano. Possono veriarsi tre distinte
situazioni: (i) quando l'impatto avviene nella stessa rampa dove è iniziato il moto; (ii)
quando l'impatto avviene nella rampa opposta a quella di partenza, ma nella stessa
ella; (iii) quando la sfera riese ad usire dalla ella iniziale e olpise il piano dopo
aver sorvolato una o più elle adiaenti. La riera della soluzione del problema può
essere notevolmente sempliata dal punto di vista formale se, nel aso in ui v0x 6= 0,






































Figura 3.2: Traiettoria di una sfera he rimbalza sopra un piano a dente di sega simmetrio. Viene
evidenziato il vettore veloità della sfera prima e dopo l'impatto on il piano.
funzione della posizione x tramite la (3.8). Le oordinate del punto d'impatto tra sfera
e piano, saranno osì date dall'intersezione della parabola (3.8) on la spezzata (3.2),
ovvero per il valore di x più viino alla posizione di partenza x0, per il quale si verihi
he














y(x1) = c(x1) = c(x0) +
v0y
v0x






e, quindi, tramite le (3.5)(3.6), le omponenti della veloità on la quale la sfera olpise
il piano sono
v−1x = v0x (3.12)




Abbiamo indiato on v
−
1 la veloità on la quale la sfera arriva sul piano al momento
dell'impatto, mentre indiheremo on v
+
quella on la quale ripartirà immediatamente
dopo il rimbalzo sul piano.
Consideriamo ora il aso in ui v0x sia nulla, in tale evenienza il moto della sfera
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avviene solo nella direzione y, risulta periò he,




v−1x = v0x = 0, v
−
1y = −v0y. (3.15)
Conosendo la posizione nella quale avviene il ontatto e la veloità on la quale la
sfera arriva sul piano, possiamo determinare la veloità on la quale la sfera riparte.
In base alla legge sul rimbalzo elastio, vedi 2.1.1, per en = et = 1, la sfera nell'urto
onserva la omponente della veloità tangente al prolo del piano e inverte il segno
della omponente ortogonale. In gura 3.2 è data una rappresentazione graa di questo
proesso nel aso in ui il piano sia simmetrio. Le omponenti artesiane delle veloità
si trasformano in maniera dierente a seonda della rampa alla quale appartiene x1.




1x cos 2φ1 − v−1y sin 2φ1 (3.16)
v+1y = −v−1x sin 2φ1 − v−1y cos 2φ1, (3.17)














cos 2φ1 sin 2φ1






+α se 0 6 x1 < Lm
−β se Lm 6 x1 < L.
(3.20)
3.1.2 Mappa dinamia
Riassumiamo i risultati nora esposti fornendo la mappa attraverso la quale rappre-
sentare il moto della sfera he rimbalza sul piano. Poihé il moto della sfera fra due
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rimbalzi è semplie, lo desriveremo in termini di una mappa d'impatto, ovvero di una
mappa he, note la posizione, l'istante e la veloità di distao della sfera al momento
dell'impatto, fornise gli stessi parametri per il rimbalzo suessivo. Tramite la (3.11)
determiniamo impliitamente la oordinata x1 dei punti d'impatto (y1 ≡ c(x1)), trami-
te la (3.10) riaviamo i tempi di volo della sfera tra due rimbalzi suessivi e, inne,
attraverso la (3.18) aloliamo le omponenti delle veloità di ripartenza della sfera dal
piano. Tali relazioni, risritte tramite le (3.12) e (3.13), on t0 = 0 e v1 ≡ v+1 , divengono
c(x1) = c(x0) +
v0y
v0x






v1x = v0x cos 2φ1 −
(




v1x = −v0x sin 2φ1 −
(








e, quindi, denisono un mappa dinamia impliita
M : (x0, v0x, v0y, t0) 7−→ (x1, v1x, v1y, t1), (3.25)
attraverso la quale riostruire il moto del punto materiale.
Una generia orbita (xk, vkx, vky, tk), he desrive una possibile traiettoria della sfera,
può essere generata iterando le equazioni dinamihe preedenti, partendo da opportune
ondizioni iniziali (x0, v0x, v0y, t0). A ausa della periodiità del piano (c(x+L) = c(x)),
tale traiettoria può essere rappresentata tramitemappa d'impatto in due diverse maniere.
Nella rappresentazione estesa della mappa d'impatto, viene riportato l'insieme di punti
(xk, vkx, vky, tk); vieversa, nella rappresentazione ridotta, si onsidera la parte frazio-
naria del rapporto tra la posizione d'impatto xk ed L indiata on xk = mod(xk, L).
In gura 3.3 sono riportate la posizione e il tempo d'impatto per alune orbite in
rappresentazione estesa.
Per rendere più generale la nostra trattazione, riformuliamo le equazioni del moto
presentate nella sezione preedente risalando le grandezze inematihe, in modo tale da
ottenere grandezze adimensionali he risultino indipendenti dai parametri geometrii del


























Figura 3.3: Tempi e posizioni d'impatto per alune orbite in rappresentazione estesa della mappa
d'impatto on dierenti ondizioni iniziali ma uguale energia.










, VX ≡ vx√
gL





, VY ≡ vy√
gL
, AY ≡ ay
g
.




[−X + n] tanα per 0 6 X 6 m





, n = int(X) e X = Xmod(1).
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Le equazioni del moto (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6) divengono rispettivamente
X(τ) = X0 + V0Xτ (3.27)










= V0Y − τ, (3.30)
mentre la mappa dinamia (3.25)
M : (X0, V0X , V0Y , τ0) 7−→ (X1, V1X , V1Y , τ1), (3.31)
risulta denita dalle seguenti relazioni








V1x = V0X cos 2φ1 −
(




V1Y = −V0X sin 2φ1 −
(












+α se 0 6 X1 < m
−β se m 6 X1 < 1.
(3.36)
Come detto in preedenza, nel aso in ui V0X 6= 0, tra due rimbalzi suessivi la
traiettoria della sfera nel piano X − Y denise una parabola di equazione








he ha la onavità rivolta verso il basso e vertie di oordinate:
Xv = X0 + V0XV0Y , Yv = Y0 +
1
2
V 20Y . (3.38)
Ovviamente la retta X = Xv rappresenta l'asse di simmetria della parabola, mentre, Yv
è anhe la massima altezza raggiunta dalla sfera tra i due rimbalzi onsiderati.
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3.1.3 Considerazioni energetihe
Dalla denizione dell'Hamiltoniana (3.1) segue he l'energia della sfera è la somma

















(V 2X + V
2
Y ) + 2Y
]
(3.40)




E˜ = T˜ + U˜ =
[
(V 2X + V
2
Y ) + 2Y
]
, (3.41)
dove valgono le seguenti denizioni
E˜ ≡ 2E
mgL
; T˜ ≡ T
mgL
= V 2X + V
2




In termini delle grandezze d'impatto, l'espressione (3.41) diviene:
E˜0 = E˜k = T˜k + U˜k =
[
(V 2kX + V
2
kY ) + 2Yk
]
(3.43)
avendo ssato l'energia totale E˜k = E˜0. Tenendo onto he Yk è ompreso tra i valori
− h
L
e 0, risulta he l'energia potenziale al momento dell'impatto può assumere valori
ompresi tra gli estremi U˜mink ≡ −∆T = −
2h
L
e U˜maxk ≡ 0 e he, quindi, l'energia totale
sarà limitata inferiormente dal valore minimo dell'energia potenziale
−2h
L
= −∆T ≡ Umink < E˜0. (3.44)
Nel aso in ui E˜0 sia positiva, per l'energia inetia vale la relazione
E˜0 6 T˜k 6 E˜0 +∆T , (3.45)
vieversa, risulta
0 6 T˜k 6 E˜0 +∆T . (3.46)
Con le relazioni preedenti abbiamo visto he l'intervallo di variabilità dell'energia ine-
tia al momento dell'impatto ∆T , è legato al rapporto delle lunghezze he servono per
denire la forma del piano 2h/L. In seguito questa proprietà i servirà per rappresenta-
re in modo più onveniente il moto della sfera he rimbalza in modo elastio sul piano
fermo.
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VY = -VX ×  tan α
VY = VX ×  tan β
VX
2
 +  VY
2
 =  E0
VX
2
 +  VY
2
 =  E0 +  ∆T
Figura 3.4: Rappresentazione del moto di una sfera he rimbalza sul piano nello spazio delle veloità.
Vengono rappresentate le veloità d'impatto (VkX , VkY ) di un orbita seguita per un milione di rimbalzi.
Le urve di olore nero he delimitano i valori delle veloità sono espresse analitiamente dalle relazioni
(3.49), (3.50) e (3.51). Risulta E˜0 = 1, tanα =
1
2
e tanβ = 1
3
.
3.2 Rappresentazione nello spazio delle veloità
Il moto della sfera he rimbalza elastiamente sul piano a riposo può essere desritto
in diversi modi equivalenti. La rappresentazione più semplie onsiste nel seguire la
traiettoria della sfera fornendone le posizioni x ed y in funzione del tempo, rispetto ad
esempio, ad un sistema di riferimento solidale al piano. Trattando il tempo ome un
parametro, la rappresentazione si semplia potendo esprimere l'altezza raggiunta dalla
sfera in funzione dell'asissa, ome mostrato nelle gure 2.2 e 3.1. In questo tipo di
grai non si hanno informazioni immediate a riguardo delle veloità. Un'altra rappre-
sentazione è quella nello spazio delle fasi dove posizioni e veloità della sfera vengono
riportati al trasorrere del tempo. Tuttavia, il sistema ostituito dalla sfera he rimbal-
za sul piano bidimensionale ha due gradi di libertà e quindi, l'evoluzione temporale del
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sistema sarà rappresentata in uno spazio delle fasi a quattro dimensioni (X, Y, VX , VY )
he è di diile visualizzazione. Comunque, si può ridurre la dimensionlità dello spazio
sulla base di onsiderazioni di simmetria e/o onservazione. Come detto in preeden-
za, la sempliità del moto tra due rimbalzi suessivi, suggerise di onsiderere i valori
delle grandezze dinamihe nel momento in ui la sfera si distaa dal piano; periò, le
osservabili di interesse non varieranno più in modo ontinuo, bensì in modo disreto
(mappa d'impatto (3.31)). Inoltre, onsiderare il punto d'impatto onsente di ridurre la
dimensionalità dello spazio della fasi di una variabile, in quanto, le oordinate Xk ed Yk
sone legate dalla relazione (3.26). Poihè stiamo onsiderando un sistema onservativo,
i rimbalzi sono elastii; allora, al variare dell'energia, possiamo prendere orbite on on-
dizioni iniziali isoenergetihe, ioè appartenenti allo stesso insieme miroanonio. La
onservazione dell'energia totale permette di ridurre ulteriormente il numero di variabili
dello spazio delle fasi, passando da un volume tridimensionale ad una supere bidimen-
sionale nello spazio (X, VX , VY ). Questa superie bidimensionale risulta ulteriormente
sempliata se si onsidera la parte frazionaria X della oordinata X; in tale modo, la
supere iso-energetia risulta omposta da due sezioni di paraboloidi ellittii(
1
) aa-
iate una di fronte all'altra; la loro proiezione sul piano (VX , VY ) è mostrata in gura
3.4. In tale gura sono riportate le veloità d'impatto (VkX , VkY ) per un'orbita di ener-
gia ssata E˜0, seguita per un milione di rimbalzi. I valori delle veloità si dispongono
in modo regolare formando una orona irolare (3.45) (
2
), limitata inferiormente dalla
urva di equazione
V 2X + V
2
Y = E˜0 (3.49)
e superiormente dalla urva di equazione
V 2X + V
2




La orona irolare risulta tagliata nella parte inferiore dalle rette di equazioni
VY = −VX × tanα e VY = VX × tan β, (3.51)
1
Il primo paraboloide ellittio ha equazione
V 2X + V
2
Y − 2X tanα = E˜0 (3.47)
ed è onnato tra i piani di equazioni: X = 0, X = m e VY = −VX tanα. L'altro paraboloide ellittio
è denito dalla relazione
V 2X + V
2
y + 2X tanβ = E˜0 + tanβ (3.48)
ed è limitato dai piani di equazioni: X = m, X = 1 e VY = VX tanβ.
2
Nel aso in ui l'energia totale sia nulla la relazione da prendere in onsiderazione è la (3.46)
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he rappresentano il vinolo geometrio onsistente nell'esludere veloità di partenza Vk
rivolte verso l'interno del piano (fr. eq. (2.39) e gura 3.2). In questa rappresentazione
è quindi possibile riavare dalla onosenza delle omponenti della veloità la quota Yk











E˜0 − (V 2kX + V 2kY )
]
. (3.52)
Questa relazione tuttavia non i permette di risalire all'asissa Xk in quanto la relazione
(3.26), he la lega all'ordinata orrispondente Yk = C(Xk), non è biunivoa. L'ambiguità
viene rimossa se onsideriamo separatamente la proiezione sul piano (VX , VY ) di iasuno
dei due paraboloidi ellittii preedentemente desritti, ome mostrato in gura 3.5. I due
grai di questa gura, he sovrapposti riproduono quello in gura 3.4 e he sono quindi
limitati dalle stesse urve, rappresentano rispettivamente le veloità d'impatto della
sfera nel aso in ui Xk < m (gura 3.5a), ovvero nel aso in ui Xk > m (gura 3.5b).
Conosendo in quale delle due rampe avviene l'impatto tra sfera e piano, iasun punto
del grao indentia in modo univoo i parametri d'impatto relativi ad un rimbalzo.
Muovere dall'interno della orona irolare verso l'esterno, vuol dire aumentare l'energia
inetia e quindi onsiderare valori iniziali dell'ordinata sempre più prossimi al fondo
della bua.
Indihiamo on A e B gli insiemi di punti nel piano (VX , VY ), rahiusi tra le urve
di olore nero nei grai di gura 3.5, ovvero:
A =
{





(VX , VY ) ∈ R2 : VY > VX × tanβ and E˜0 6 V 2Y + V 2X 6 E˜0 +∆T
}
. (3.54)
Va sottolineato he la superie delimitata da tali insiemi dipenderà dal valore di ∆T
he denise lo spessore della orona irolare. Poihé ∆T =
2h
L
, segue he la misura
degli insiemi A e B dipende dai valori geometrii di denizione del piano. Osservando
la gura 3.5 si dedue he gli insiemi A e B sono simmetrii uno rispetto all'altro,
nel senso he essi delimitano la stessa superie ruotata rispetto all'asse delle asisse
rispettivamente di un angolo α in senso antiorario, o di un angolo β in senso orario.
3.2.1 Coordinate polari
Nel paragrafo preedente abbiamo visto he il moto della sfera he rimbalza in modo














VY > VX ×  tan β
a)
b)
Figura 3.5: Rappresentazione del moto di una sfera he rimbalza sul piano nello spazio delle veloità.
Vengono rappresentate le veloità d'impatto (VkX , VkY ) dell'orbita mostrata in gura 3.4. Nel grao
a) vengono riportate quelle appartenenti all'insieme A per le quali Xk < m, mentre nel grao b) sono
onsiderate quelle appartenenti all'insieme B per le quali Xk > m. Si noti la simmetria dei due grai
l'uno rispetto all'altro. Si è posto E˜0 = 1, tanα =
1
2




omponenti artesiane (VkX, VkY ) della veloità on la quale la sfera di distaa dal
piano a iasun rimbalzo. Un modo alternativo di rappresentare il moto è quello di rap-
presentare le veloità d'impatto in omponenti polari, denendo il modulo I e l'anomalia
θ nel modo seguente:
I = +
√
T˜ , on T˜ = V 2X + V
2




e la trasformazione inversa attraverso le relazioni:
VX = I cos θ, VY = I sin θ. (3.56)




(I, θ) ∈ R2 :
√
E˜0 6 I 6
√





(I, θ) ∈ R2 :
√
E˜0 6 I 6
√
E˜0 +∆T ; β < θ < π + β
}
. (3.58)
he orrispondono a dei rettangoli nel piano (I, θ).
Questa selta di oordinate è partiolarmente utile nel aso in ui due rimbalzi su-
essivi avvengono alla stessa quota Y . Infatti, in questa eventualità, nell'impatto la
sfera mantiene la sua energia inetia, e quindi il modulo I non ambia; l'anomalia su-
birà, invee, un deremento pari a 2α se l'impatto avviene sulla rampa di sinistra del
piano e, vieversa, inrementerà di 2β se l'impatto avviene sulla rampa destra (si veda
(3.18)(3.20)). Espliitamente:
In+1 = In, θn+1 = θn − 2α, se 0 6 Xn+1 < m; (3.59)
In+1 = In, θn+1 = θn + 2β, se m 6 Xn+1 < 1. (3.60)
3.2.2 Domini nello spazio delle veloità
Vogliamo ora erare di dividere questi insiemi in domini he abbiano aratteristihe
omuni. Una prima proprietà piuttosto ovvia e omune ad entrambi gli insiemi A e B,
è he per veloità iniziali V0X positive X1 > X0 e vieversa per V0X < 0.
Restringiamo ora la nostra disussione a quelle ondizioni iniziali appartenenti al-
l'insieme A (gura 3.5a), ovvero, assumiamo he la posizione di partenza della sfera
sia sulla rampa sinistra della ella iniziale cn=0 (0 < X0 < m). Cerhiamo l'insieme
dei punti {V0X , V0Y } per i quali il punto d'impatto per il rimbalzo suessivo, sia sulla
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Figura 3.6: Le ondizioni iniziali appartenenti all'intersezione A ∩ E (punti di olore blu) avranno
posizione di arrivo X1 sulla stessa rampa di quella di partenza. L'insieme è limitato dalle urve blu
he rappresentano le ellissi di equazioni (3.62) e (3.63). Le rette di olore grigio indiano gli assi delle
ellissi. I punti di olore verde sono quelli per i quali m < X1 < 1, per quelli neri avremo X1 > 1, mentre
per quelli rossi risulterà X1 6 0. La urva nera è denita dall'equazione (3.64) on n = 1. Si è assunto




stessa rampa (della stessa ella) di quello di partenza (0 < X1 < m). Si trova he tali
punti dovranno soddisfare alle ondizioni:
E˜0 < V
2
0Y + (1 + 4 tan
2 α)V 20X + 4 tanαV0Y V0X < E˜0 + 2m tanα, (3.61)
ovvero, essere ompresi tra le due ellissi(
3
) rappresentate in gura 3.6 dalle urve di
3
Le ellissi hanno rispettivamente equazioni
V 2Y + (1 + 4 tan
2 α)V 2X + 4 tanαVY VX − (E˜0 + 2m tanα) = 0, (3.62)
V 2Y + (1 + 4 tan
2 α)V 2X + 4 tanαVY VX − E˜0 = 0. (3.63)
Entrambe hanno entro nell'origine ed assi di equazioni VY = −VX tanα± VX
√
1 + tan2 α.
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olore blu. Indiato on E l'insieme dei punti he soddisfano la ondizione (3.61), le
ondizioni iniziali appartenenti all'intersezione A ∩ E (punti di olore blu in gura 3.6)
avranno sia il punto di partenza, sia quello di arrivo sulla rampa sinistra dello stesso
prolo del piano.
Avendo indiato on Ai, Bi e Ci (
4
) i punti di intersezione tra le urve he delimitano
gli insiemi A ed E , ome mostrato in gura 3.6, possiamo ulteriormente suddividere
l'insieme delle ondizioni iniziali. Per i punti rahiusi nei triangoli urvilinei A1A2A3
e B1B2B3, risulta he 0 < X1 < X0 < m; i punti ompresi nel quadrilatero A2A3B1B2
(punti di olore rosso) danno origine a traiettorie per le quali il primo rimbalzo avviene
nella ella cn=−1 preedente a quella di partenza −1 < X1 6 0. Se le ondizioni iniziali
sono prese all'interno di B2B3B4 o di C1C2C3 risulta he 0 < X0 < X1 < m, mentre per
le restanti, on veloità V0X positiva, X1 > m. In partiolare, per quest'ultime avremo
he quelle indiate dai punti di olore verde avranno punto d'impatto sulla rampa destra
della ella iniziale (m 6 X1 < 1), mentre per le altre (punti di olore nero), delimitate
dalla urva nera, avremo he la sfera usirà dalla ella iniziale e olpirà il piano in quella
suessiva 1 6 X1 < 2.




visto he la sfera on un rimbalzo può raggiungere al massimo o la ella preedente o
quella suessiva. Volendo desrivere una situazione più generale nella quale si possano
avere rimbalzi più lunghi e risulti inoltre α > pi
4
, abbiamo inrementato l'energia totale
del sistema E˜0 = 3 e aumentato l'angolo α in modo da avere tanα =
4
3
> 1. I risultati
ottenuti sono mostrati in gura 3.7, dove i punti di diverso olore rappresentano on-
dizioni iniziali per le quali il punto d'impatto on il piano è situato nell'n-esima ella,
ovvero n < X1 < n + 1. In partiolare i punti di olore blu, verde, rosso e nero hanno
le stesse proprietà di quelli in gura 3.6. Le varie zone sono divise da urve denite
impliitamente dalle equazioni
V 2X + V
2




E˜0 − V 2X
)
− E˜0 − 2n tanα = 0, (3.64)
dove n identia la ella di arrivo. Da tali espressioni si dedue he la ondizione
−
√
E˜0 < V0X <
√
E˜0 è neessaria (ma non suiente) anhé il rimbalzo suessivo
avvenga in una ella diversa da quella di partenza, osì ome V0Y > 0.
4
Va osservato he, al variare della geometria del piano (α) e dell'energia E˜0, i punti A1, A2, C1 e C2
appartengono sempre alla retta he limita inferiormente i valori delle veloità, osì ome B2 e B3 sono
disposti sempre lungo l'asse delle ordinate.
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Figura 3.7: Divisione delle ondizioni iniziali appartenenti all'insieme A in base alla posizione di
arrivo X1. Le urve blu sono denite dalle equazioni (3.62) e (3.63), mentre le urve di dierente olore
si ottengono dalle relazioni (3.64) al variare del'intero n he identia la ella di arrivo. Si è assunto




Si possono riavare delle proprietà del tutto analoghe alle preedenti, anhe per le
ondizioni iniziali appartenenti nell'insieme B. Quello he si ottiene sono delle relazioni
he rappresentate nello spazio delle veloità fornisono dei grai he si possono ottenere
da quelli di gura 3.6 e 3.7 mediante una riessione speulare rispetto all'asse delle
ordinate e rotazione rispetto all'asse delle asisse.
3.3 Traiettorie regolari
Cerhiamo ora di lassiare le traiettorie he la sfera può perorrere sulla base delle
nozioni introdotte nel 1.2.2. Adotteremo grandezze normalizzate e quindi onsidere-
remo traiettorie he per τ0 = 0 abbiano ome ondizioni iniziali X0, V0X e V0Y . Come
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detto in preedenza, una generia traiettoria può essere rappresentata dalla sequenza di
valori (Xk, VkX , VkY , τk) he esprimono la posizione, la veloià di ripartenza e l'istante
in ui avviene l'impatto; tale insieme di valori denise un'orbita in rappresentazione
d'impatto. Considereremo le traiettorie per le quali la posizione X0 di partenza della
sfera sia sulla rampa disendente della ella C0 poihè, ome vedremo in seguito, da
queste è possibile riavare quelle on posizione iniziale sulla rampa asendente. Inne,
esludiamo dalla disussione generale i asi del tutto partiolari in ui X0 sia loalizzato
sul fondo della ella X0 = m, ovvero sui vertii X0 = 0. Queste assunzioni verranno
adottate sia nel paragrafo suessio 3.3.1, sia in quello 3.4.
3.3.1 Punti (orbite) ssi
Consideriamo inizialmente l'eventualità di punti ssi, ovvero, tali he: X1 ≡ X0, V1X ≡
V0X e V1Y ≡ V0Y . Possiamo assumere V0X 6= 0 e quindi utilizzare le relazioni (3.32)-(3.34)
dalle quali seguirebbe, ome unio risultato, quello assurdo e prevedibile di assenza di
moto (τ1 ≡ τ0 = 0). Esludiamo periò il aso di punti (orbite) sse on periodiità pari
ad k = 1 (5).
Consideriamo ora quelle orbite per le quali, dopo aver ompiuto aluni rimbalzi, al
k-esimo impatto on il piano, la sfera tornando alla posizione di partenza e ripartendo
on gli stessi valori delle ondizioni iniziali, ripete in modo ilio la stessa traiettoria.
Tali traiettorie saranno rappresentate da orbite on iliità pari a k, ovvero i valori dei
parametri d'impatto (Xk, VkX , VkY ) dopo k rimbalzi oinideranno rispettivamente on
i valori delle ondizioni iniziali X0, V0X e V0Y . Analizziamo le orbite on iliità pari
a k = 2, per le quali devono veriarsi le seguenti ondizioni: X2 = X0, V2X = V0X e
V2Y = V0Y (il fatto he la sfera debba tornare nella posizione iniziale al seondo rimbalzo
impone he V1x 6= 0 e he ovviamente X1 6= X0). Si dimostra algebriamente he, se
il primo rimbalzo avviene nello stesso tipo di rampa alla quale appartiene X0 (quella
disendente avendo assunto X0 < m), deve neessariamente veriarsi il risultato esluso
in preedenza X1 = X0. Imponiamo periò, ome era prevedibile, he per tornare nel
punto di partenza la sfera debba rimbalzare in una rampa opposta a quella di partenza,
ioè asendente (φ1 = −2β, φ2 = 2α e X1 ∈]m, 1[). Questo i permette di limitare la
nostra analisi a quelle orbite on posizione iniziale sulla rampa disendente della ella
5
Nel aso in ui V0X = 0, la sfera si muoverà solo nella direzione vertiale per riolpire il piano
nella stessa posizione di partenza X0, ma si distaherà da questo on veloità V1X = −V0Y sinφ1 6= 0
esludendo osì la possibilità di avere orbite periodihe.
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Figura 3.8: Traiettorie simmetrihe per dierenti valori delle posizioni iniziali. Per il prolo del piano
si è posto L = 1.6, h = 1.0 e m = 0.4.
iniziale c0, X0 ∈]0, m[, perhè quelle on posizione iniziale sulla rampa asendente si
ottengono sambiando X0 on X1.
Piano on prolo asimmetrio
Iniziamo onsiderando traiettorie simmetrihe ome mostrato in gura 3.8. Per questo
tipo di orbite, la sfera perorre la stessa traiettoria in avanti e indietro e, periò, la
omponente orizzontale della veloità della sfera si inverte ad ogni rimbalzo; inoltre, la
veloità di ripartenza V della sfera deve essere ortogonale al piano nei punti d'impatto.
Questi vinoli si traduono nelle seguenti ondizioni:
V1X = −V0X ; V0Y = V0X
tanα






Fissata la posizione di partenza X0 ∈]0, m[, queste relazioni, assieme alla onservazione
dell'energia E˜0 = E˜1, i permettono di alolare il valore di V0X per il quale si hanno
orbite sse. Deve valere la seguente uguaglianza:
V0X =
√
2b [X0(tanα + tanβ)− (n+ 1) tanβ]
a− 2 tanβ ; (3.66)
dalla quale segue he






− 2X0 tanα, (3.67)
dove è stato posto:
a =





















Figura 3.9: Spazio delle veloità per una traiettoria seguita per 105 rimbalzi (punti verdi) on on-
dizione iniziale lontano dal punto sso (roi rosse). Le urve blu indiano due orbite on ondizioni
iniziali viino al punto sso. Simulazione numeria per E˜0 = 0.5, L = 1.6, h = 1.0 e m = 0.4. Si noti
he a ausa dell'asimmetria del piano i punti ssi P0 e P1 hanno diverse distanze dall'origine.
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Va osservato he l'intero n india il numero della ella nella quale si inverte il moto; nei
asi in ui n > 0, bisogna veriare he la sfera possa ad usire dalla ella di partenza
per olpire il piano in quella on indie n. Nota la omponente X della veloità iniziale,
le (3.65) i permettono di riavare le omponenti delle veloità d'impatto mananti in
funzione di X0. L'orbita ssa è osì rappresentata nello spazio delle veloità dai punti
P0 = (V0X , V0Y ) e P1 = (V1X , V1Y ), il primo appartenente all'insieme A (g. 3.9a) il
seondo appartenente all'insieme B (g. 3.9b).
Invertendo la relazione he lega E˜0 on X0, è possibile alolare la posizione di par-
tenza delle possibili traiettorie simmetrihe in funzione dell'energia totale, assiurandosi
però, he i valori ottenuti soddisno le diseguaglianze: 0 < X0 < m. In gura 3.9 è
mostrato lo spazio delle veloità d'impatto nel aso in ui E˜0 = 0.5. Le roi indiano le
orbite sse, mentre i punti di olore verde indiano una generia orbita on ondizione
iniziale lontano dal punto sso. Si nota ome quest'ultima, pur rimanendo all'interno
del proprio dominio (insieme A per Xk < m e insieme B per Xk > m), non riopri
alune zone ben delimitate. Vieversa, le orbite on ondizione iniziale viino a quella
dell'orbita ssa sono rappresentate da urve regolari (urve blu) hiuse attorno al punto
sso.
L'analisi di stabilità del punto sso si giustia questo tipo di omportamento. Ge-
neralmente si osserva he per ∆T > 1, ome nel aso mostrato in gura 3.9, il punto
sso è di tipo ellittio, mentre per ∆T < 1 il punto sso è di tipo iperbolio. Vedremo
in seguito, he l'analisi di stabilità del punto sso è notevolmente sempliata nel aso
in ui il prolo del piano sia simmetrio (α = β); infatti, è allora possibile lassiare in
modo più generale i punti ssi in funzione dei soli parametri geometrii del piano.
Piano on prolo simmetrio
Sulle base delle onsiderazioni svolte sinora, onsideriamo ora le traiettorie regolari nel
aso in ui il prolo del piano sia a dente di sega simmetrio ome mostrato in gura
3.10. Come detto in preedenza la simmetria del piano i permette una trattazione ana-
litia più semplie ed approfondita. Iniziamo osì onsiderando traiettorie simmetrihe
rispetto all'asse X e onnate in una stessa ella, per le quali risulta X1 = 1 − X0 e,
quindi, C(X0) = C(X1) = C(X2).
Risolvendo le equazioni del moto (3.32)(3.34), in modo tale he le ondizioni pree-
dentemente esposte vengano soddisfatte, sostituendo periò β on α nelle (3.65)(3.68),
si trova he per le traiettorie del tipo rappresentato in gura 3.10, valgono le seguenti
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Figura 3.10: Traiettorie simmetrihe per dierenti valori dell'energia totale e diverse posizioni iniziali.
Fanno eezione le traiettorie di olore verde he hanno stessa energia totale ma diversi punti di partenza.
Per il prolo del piano si è posto tanα = 1/3.
ondizioni:
X2 = X0 ∈]0, 1
2









X1 = 1−X0 ∈]1
2
, 1[; V1X = −V0X ; V1X = V0Y . (3.70)
Va osservato he i vettori V0 e V1 sono perpendiolari al piano nel rispettivo punto
d'impatto. Per qualsiasi valore di X0 ∈]0, 12 [ esiste una traiettoria di questo tipo per la
quale l'energia della sfera, tramite le (3.69), risulti essere data dalla relazione
E˜0 =
1− 2X0(1 + 2 sin2 α)
sin 2α
. (3.71)
Vieversa, ssata l'energia iniziale E˜0, sempre attraverso la relazione preedente,




1− E˜0 sin 2α
2(1 + 2 sin2 α)
. (3.72)




se l'energia soddisfa la relazione
− tanα = U˜min < E˜0 < 1
sin 2α
. (3.73)
Nel aso in ui si abbiano traiettorie simmetrihe on punto di inversione nella n-
esima ella, (X1 = N−X0 on N = n+1 ed n > 0), valgono relazioni del tutto analoghe
alle preedenti:
X2 = X0 ∈]0, 1
2








X1 = N −X0 ∈]N + 1
2
, N [; V1X = −V0X , V1X = V0Y ; (3.75)
E˜0 =
N − 2X0(1 + 2 sin2 α)
sin 2α
. (3.76)
Anhe per questo tipo di orbite, i vettori V0 e V1 sono perpendiolari al piano nel
rispettivo punto d'impatto.
Tali relazioni si appliano a ondizione he risulti soddifatta la diseguaglianza
X0 <
N(1 + tan2 α)




1− 4(N − 1)(1 + 2 tan
2 α)




la quale assiura l'usita della sfera dalla ella iniziale.
Per una data energia iniziale E˜0, la posizione iniziale della traiettoria simmetria si
ottiena invertendo la (3.76)
X0 =
N − E˜0 sin 2α
2(1 + 2 sin2 α)
. (3.78)




E˜0 sin 2α < N < E˜0 sin 2α +∆α. (3.79)
6
Le diseguaglianze (3.79) assiurano he X0 ∈]0, 12 [, va tuttavia, soddisfatta anhe la ondizione
(3.77).
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Poihé l'ampiezza dell'intervallo è data da ∆α = 1 + 2 sin
2 α e ∆α ∈]1, 3[, gli inte-
ri soluzione della (3.79) sono siuramente due; divengono tre per valori di α tali he
2 sin2 α > 1, ovvero per α > pi
4
. Nelle gura 3.10 sono mostrate alune di queste traiet-
torie simmetrihe per dierenti valori dell'energia totale; fanno eezione quelle di olore
verde le quali hanno la stessa energia, ma valori di N dierenti.
In gura 3.11 sono mostrate due orbite on ondizioni iniziali lontane dal punto sso
di oordinate (3.69) per due dierenti tipi di prolo del piano. Nel primo aso si è
assunto E˜0 = 1 e tanα =
1
3
; dalla gura si vede ome l'orbita esplori l'intero dominio
aessibile nello spazio delle veloità denito dall'insieme A anhe in prossimità del
punto sso indiato dalla roe rossa. Tale omportamento è omune a tutti i asi per
i quali risulti tanα < 1, ovvero 0 < α < pi
4
. Nel seondo grao, (gura 3.11b), dove si
è assunto E˜0 = 1 e tanα = 3, si nota he l'orbita, pur rimanendo onnata all'interno
del proprio dominio, a dierenza del aso preedente sembra evitare delle zone ben
delimitate di questo. Tali isole hanno forme regolari e sono loalizzate in viinanza del
punto sso he risulta essere entrato in quella più estesa. Va sottolineato he l'orbita
rappresentata dai punti verdi ha ondizione iniziale esterna alle isole e si mantiene tale
per il resto del tempo. Se vieversa la ondizione iniziale è selta all'interno di un isola,
l'orbita generata darà luogo a urve regolari sempre all'interno dell'isola di partenza
ome quella indiata dai punti di olore rosso e blu. Si evidenziano osì due regioni ben
distine (fr 1.2.2 [74℄ [73℄ [116℄): una nella quale il punto rappresentativo la traiettoria
dionde in modo aotio, l'altra nella quale si evidenziano urve regolari. Ovviamente,
un'orbita on origine nella regione aotia non entrerà mai in quella regolare e vieversa.
Tale fenomeno è presente ogni qual volta risulti tanα > 1, ovvero pi
4
< α < pi
2
. Sempre
nel grao in gura 3.11b, sono indiati dalle roi di olore blu altri due possibili punti
ssi, he però non sono tali in quanto non risulta soddisfatta la ondizione (3.77). Quello
più esterno dà origine ad una orbita irregolare, mentre l'altro, genera l'orbita regolare
(quasiperiodia) indiata dalla urva blu.
3.3.2 Analisi di stabilità in oordinate polari per il piano on
prolo simmetrio
Per omprendere la ragione della presenza di traiettorie regolari nell'eventualità he
risulti tanα > 1, segliamo di esprimere le equazioni del moto nello spazio delle veloità


















VY = VX ÷ tan α
Figura 3.11: Spazio delle veloità per due orbite (punti di olore verde) on ondizioni iniziali lontano
dal punto sso indiato dalla roe di olore rosso. Le oordinate di tale punto si riavano dalle relazioni
(3.69). a) Simulazione numeria per: E˜0 = 1, tanα =
1
3
. Il punto sso rappresenta la traiettoria
simmetria di olore rosso in gura 3.10. Vengono indiati anhe gli autovettori della matrie tangente
nel punto sso. b) Simulazione numeria per: E˜0 = 1, tanα = 3. All'interno delle isole sono mostrate
due traiettorie regolari. Le roi blu indiano altri possibili punti ssi he però non sono tali in quanto
non soddisfano la ondizione (3.77).
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θ2 = θ1 − 2α.
(3.82)
In questa forma, he è quella nota in letteratura ome twist map, si evidenzia he per le
orbite simmetrihe si onserva l'energia inetia e he ad ogni impatto il vettore veloità
subise una rotazione pari a 2α, prima in senso antiorario e poi in senso orario in modo
da tornare al valore iniziale. Dall'analisi di stabilità della omposizione delle mappeM2




−(1 + 2 sin2 α cos 2α) T˜0 sin 4α
−sinα cosα(1 + 2 sin
2 α)
T˜0






−(1 + 2 sin2 α cos 2α) −T˜0 sin 4α
sinα cosα(1 + 2 sin2 α)
T˜0
1 + 2 sin2 α cos 2α

 , (3.84)
per le quali valgono le seguenti uguaglianze
T 122 = T 222 = −T 111 = −T 211 = a = 1 + 2 sin2 α cos 2α, (3.85)
T 112 = −T 212 = b = T˜0 sin 4α, (3.86)
T 221 = −T 121 = c =
sinα cosα(1 + 2 sin2 α)
T˜0
. (3.87)
Risulta inoltre, ome è prevedibile per un sistema onservativo, he
DetT 1 = DetT 2 = −(a2 − bc) = −1. (3.88)
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a2 + bc −2ab
−2ac a2 + bc

 DetT = (a2 − bc)2 = 1 (3.90)
ha ome autovalori le soluzioni dell'equazione seolare
λ2 − λTrT + DetT = λ2 − 2(a2 + bc)λ+ (a2 − bc)2 = 0, (3.91)
he sono date nel ampo dei numeri omplessi dalla relazione seguente
λ± = (a2 + bc)± 2
√
a2bc. (3.92)




































A seonda del valore he assume il numero a2bc avremo un diverso omportamento in
viinanza del punto sso. Se si hanno valori negativi, ovvero se risulta
bc = 4 sin2 α cos2 α(1 + 2 sin2 α) cos 2α < 0⇐⇒ cos 2α < 0, (3.95)
i valori di λ sono numeri immaginari di modulo unitario |λ±| = (a2 − bc) = 1, he
possono essere sritti in forma esponenziale ome
λ± = e±iϕ = cosϕ± i sinϕ, (3.96)
7











cosϕ = a2 + bc e sinϕ = 2
√
−a2bc. (3.97)
In tal aso la matrie tangente T orrisponde ad una matrie di rotazione R in quanto














I punti in viinanza di quello sso, ad ogni iterazione della mappa assoiata alla matrie
T , subiranno una rotazione di un angolo ϕ in senso orario. Il punto sso risulta di tipo
ellitio (stabile); nelle sue viinanze troveremo delle urve invarianti nel aso in ui ϕ e π
siano inommensurabili; iò si veria ogni qual volta
pi
4
< θ < pi
2
. Viene osì giustiata
la presenza di traiettorie regolari in viinanza del punto sso quando il prolo del piano
(3.26) ha tanα > 1.
Nel aso in ui il disriminante dell'equazione seolare (3.91) sia positivo, ioè per
0 < θ < pi
4
, le radii λ± sono legate dalla relazione λ = λ+ = 1/λ− e periò la matrie








Ne segue he il moto nelle viinanze del punto sso è di tipo iperbolio ed è inoltre
regolare in quanto λ > 0. Suessive iterate della matrie (3.99) giaiono sullo stesso
ramo di iperbole. In gura 3.11a sono riportati gli autovettori vλ+ e vλ− he indiano
rispettivamente la direzione di allontanamento (λ+ > 1) e di avviinamento (λ− < 1) al
punto sso.
Quando risulta θ = pi
4
, l'equazione seolare (3.91) [74℄ [73℄ [116℄ ha le radii oinidenti
e pari all'unità e periò il punto sso sarà di tipo parabolio.
3.4 Traiettorie periodihe
Nel paragrafo preedente abbiamo analizzato le traiettorie simmetrihe, per le quali la
sfera si muove avanti e indietro in modo ilio disegnando nello spazio XY sempre la
stessa parabola, onnata tra le posizioni X0 ed X1. Ora vogliamo onsiderare quelle
traiettorie per le quali, dopo aver ompiuto aluni rimbalzi, al k-esimo impatto, la sfera
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Figura 3.12: Spazio delle veloità E˜0 = 1.5 e tanα =
4
3
. Viene messo in evidenza ome la mappaM1
provohi l'inremento dell'anomalia θ0 pari a 2α lasiano invariato il valore del modulo I0. I punti di
olore verde rappresentano un'orbita on ondizione iniziale lontano dal punto sso indiato dalla roe
rossa. Si osservano, oltre isola di stabilità attorno al punto ellittio, altre due isole, he ome vedremo
in seguito sono legate alle traiettorie periodihe. Si noti he, a ausa della simmetria del piano, i punti
P0 e P1 hanno la stessa distanza dall'origine.
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olpise il piano in una posizione tale he la sua parte frazionaria sia uguale a quella
della posizione di partenza, ovvero Xk = X0 e quindi Xk = X0 + nk, e riparta on
gli stessi valori della veloità iniziale. In questo modo, riperorrendo iliamente la
stessa orbita, essa inrementa la posizione d'impatto di nk > 0 unità per ilo. Tali
traiettorie saranno rappresentate da orbite on iliità pari a k, ovvero i valori dei
parametri d'impatto (Xk, VkX , VkY ) dopo k rimbalzi oinideranno rispettivamente on
i valori delle ondizioni iniziali (X0, V0X , V0Y ) e saranno rappresentati nello spazio delle
veloità da k punti. Analizzeremo le orbite on iliità pari a k = 2 e, in analogia on il
3.3, onsideremo posizioni iniziali appartenenti alla sola rampa disendente X0 ∈]0, m[.
In preedenza abbiamo visto he la trattazione delle orbite sse è sempliata, so-
prattutto dal punto di vista algebrio, se onsideriamo un prolo simmetrio del piano.
Per tale ragione inizieremo questa sezione onsiderando α = β, per poi introdurre pro-
li asimmetrii e valutarne gli eetti. Un'altra proprietà evidenziata in 3.3.2, è he il
punto sso è iperbolio se tanα < 1, mentre è ellittio on presenza di isole di stabilità
se tanα > 1; poihé intendiamo studiare il sistema quando le orbite possono esplorare
l'intero spazio delle fasi aessibile, assumeremo, qui e nel seguito, he tanα < 1 e quindi
2h < L.
Piano on prolo simmetrio
Nel aso delle traiettorie simmetrihe on prolo del piano simmetrio, gli impatti tra
sfera e piano avvengono tutti alla stessa quota, periò, alle ondizioni di periodiità
X2 = X0 + n2, V2X = V0X e V2Y = V0Y , aggiungiamo la rihiesta he gli impatti
avvengano tutti alla stassa altezza Y2 = Y1 = Y0. Riaviamo osì traiettorie del tipo
mostrato in gura 3.13, dove le urve verde e rossa hanno la stessa energia ed inoltre
n2 = 1, mentre quella blu rappresenta una traiettoria periodia on energia suiente
per avere n2 = 2.
Fissata l'energia totale E˜0, dai vinoli imposti, si riava he i valori di V0X e V0Y
devono soddisfare le uguaglianze
V 20X + V
2
0Y + 2V0XV0Y tanα = E˜0 + n1 tanα, (3.100)
V 20X(1−tanα sin 4α)+V 20Y (1+tanα sin 4α)−2V0XV0Y tanα cos 4α = E˜0−[(n2−n1) tanα],
(3.101)
he rappresentano due onihe nello spazio (VX , VY ) e dove n1 india la ella alla quale
68






Figura 3.13: Traiettorie periodihe. Le traiettorie rossa e verde hanno la stessa energia totale e
ondizioni iniziali indiate in gura 3.14 rispettivamnete dai punti P0a e P0b, in questo aso n1 = 0 e
n2 = 1. La traiettoria blu ha ondizione iniziale P0c ed energia tale he n1 = 0 e n2 = 2. Parametri





). Per i asi presi in onsiderazione, avendo assunto tanα < 1, que-
ste urve rappresentano delle ellissi entrate nell'origine; in partiolare la prima ellisse
(3.100) ha assi di equazioni VY = ±VX , mentre la seonda (3.101) ha assi di equazioni




). Come vedremo in seguito, onosendo E˜0, possimo dedurre
il massimo valore intero he può assumere n2; quindi, per i diversi valori interi assunti
da n1 (< n2), l'intersezione delle due onihe può avere soluzioni reali o immaginarie.
Ovviamente prenderemo in onsiderazione quei asi per i quali si abbiano soluzioni reali.
Delle quattro soluzioni reali, due vanno siuramente sartate perhé non soddisfano la
ondizione (3.51), mentre per le altre due bisogna veriare di volta in volta he appar-
tengano all'insieme A . Nota la oppia di valori (V0X , V0Y ) delle omponenti artesiane
della veloità iniziale, è possibile riavare la posizione di partenza dell'orbita attraver-
so la ondizione di onservazione dell'energia e riostruire la traiettoria periodia dalle
8
Deve neessariamente risultare n1 < n2, periò, ssato n2, n1 può assumere i valori he vanno da
0 a n2 − 1, saranno osì possibili n2 traiettorie periodihe.
9
Il determinante della matrie assoiata alla onia (3.100) vale detA = −(E˜0 +n1 tanα)(1− tanα)
ed è diverso da zero in quanto E˜0 > 0 e tan
2 α 6= 1. Inoltre detA33 = (1 − tan2 α), periò la onia è
un ellisse per tanα < 1; negli altri asi sarà un'iperbole per tanα > 1, o una parabola per tanα = 1
(si veda l'appendie B).
Per l'altra onia (3.101) risulta detA = −(E˜0 − (n2 −n1) tanα)(1− tanα) he è diverso da zero per
E˜0 6= (n2 − n1) tanα e tan2 α 6= 1. Anhe in questo aso detA33 = (1 − tan2 α), periò la onia è un















Figura 3.14: Spazio delle veloità per due valori dell'energia totale E˜0 = 0.5 (= 1.3). La orona
irolare più interna è quella on energia minore. Sono rappresentate le ellissi di equazioni (3.100) per
n1 = 0 e (3.101) per n2 = 1 (= 2). I punti P0i indiano le intersezioni tra le ellissi e rappresentano
le ondizioni iniziali delle traiettorie periodihe di gura 3.13. Le urve nere rappresentano l'iperbole
(3.102) per dierenti valori di n2, le linee tratteggiate nere ne rappresentano gli asintoti (3.103) e le
linee ontinue nere gli assi (3.104). Si è assunto tanα = 1
3
.
equazioni del moto (3.32)(3.34). Questa sarà rappresentata nello spazio delle veloità
dai punti P0 = (V0X , V0Y ) ∈ A e P1 = (V1X , V1Y ) ∈ B he indiheremo ome punti
periodii.
Al variare dell'energia totale E˜0 le oppie di soluzioni (V0X , V0Y ) si dispongono nello
spazio delle veloità in modo da formare una onia di equazione
V 20X sin 4α− V 20Y sin 4α + 4V0XV0Y cos2 2α = n2, (3.102)
la quale, al variare di n2 > 0, rappresenta iperboli(
10
) equilatere entrate nell'origine
10
Il determinante della matrie assoiata alla onia (3.102) è pari a 4n2(cos 2α)
2
ed è diverso da zero
per α 6= pi
4
, inoltre detA33 = −4(cos 2α)2 < 0, quindi la onia sarà sempre una iperbole.
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on asintoti (ortogonali) di equazioni
VY = −VX tanα, VY = VX
tanα
, (3.103)




, VY = −VX 1 + sin 2α
cos 2α
. (3.104)
Condizione neessaria anhé si possa avere una traiettoria periodia on n2 s-
sato, è he i siano intersezioni tra l'iperbole (3.102) e la semiiroferenza he limita





Abbiamo visto he ssata E˜0 possiamo trovare le ondizioni iniziali per le traiettorie
periodihe risolvendo le equazioni (3.100)(3.101) e onsiderando quelle soluzioni all'in-
terno dell'insieme A . Simulazioni numerihe mostrano he al variare dell'energia totale i
punti periodii possono essere di tipo iperbolio, parabolio o ellittio. In questa ultima
evenienza, il punto periodio sarà irondato da una regione (isola) di stabilità, più o
meno estesa, tale he le ondizioni iniziali prese all'interno di questa, daranno origine
ad orbite quasiperiodihe, rappresentate da urve hiuse regolari anhe esse interne alla
regione di stabilità. Vieversa, il punto rappresentativo di orbite on ondizioni iniziali
esterne all'isola, esplorerà l'intera supere disponibile rimanendo sempre esterno alla
regione di stabilità.
In gura 3.14 sono mostrati questi risultati per due dierenti valori dell'energia totale
per i quali i sono punti periodii di tipo ellittio, avendo posto tanα = 1
3
. Nel primo
aso abbiamo E˜0 = 0.5, per ui dalla (3.105) segue he n2 = 1 e quindi n1 = 0; l'insieme
A è rappresentato dalla semiorona irolare più interna. Le equazioni (3.100) e (3.101)
(on n1 = 0 ed n2 = 1) sono indiate rispettivamente dalle ellissi di olore blu e rosso
più interne. Si hanno due soluzioni reali siamente aettabili indiate dai punti P0a e
P0b; il primo da origine, in gura 3.13, alla traiettoria di olore rosso, mentre il seondo
da origine a quella tratteggiata di olore verde.
La semiorona irolare più esterna rappresenta l'insieme A per E˜0 = 1.3, (n1 = 0,
n2 = 2). Delle intersezioni tra le (3.100) e (3.101) (ellissi blu e rossa più esterne in
g. 3.14), sola una è siamente aettabile ed è indiata dal punto P0c; la traiettoria
orrispondente è rappresentata in gura 3.13 dalla urva blu.
In gura 3.14 i punti verdi indiano, per iasun valore dell'energia totale, un'orbita
on origine lontano dal punto periodio; si vede ome iasuna orbita esplori l'intera
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superie ad essa disponibile ad eezione di due regioni, una delle quali nell'intorno del
punto periodio. Nel primo aso (E˜0 = 0.5) questa regione è attorno al punto P0a he
sarà quindi di tipo ellittio, diversamente da P0b he è di tipo iperbolio. Nel seondo
aso, la regione eslusa è entrata attorno all'unio punto periodio P0c, he è quindi di
tipo ellittio, e nell'intorno del quale, la urva regolare di olore viola india una orbita
quasiperiodia. A iasun punto P0i sarà assoiato il orrispondente P1i he apparterrà
all'insieme B.
Va fatta un'impotante preisazione. Dalla gura 3.14 si vede he, sia per l'isola di
stabilità entrata in P0a, sia per quella entrata in P0c, ne esiste una identia, posizionata
in modo simmetrio rispetto alla retta he divide a metà le due semiorone irolari (retta
di equazione VY =
VX
tanα
). Queste altre isole sono entrate attorno ai punti periodii P−0i
he danno origine a traiettorie periodihe del tutto analoge a quelle di gura 3.13,
solamente he, invee di aumentare la posizione d'impatto, la diminuisono, risulta ioè
n2 < 0. Per questi due punti valgono le uguaglianze V
−
0X = −V1X e V −0Y = V1Y , dove
V1X e V1Y sono le omponenti di P1a e di P1c.
Una gura del tutto analoga si ottiene se rappresentiamo i punti he rimbalzano sulla
rampa destra del prolo del piano (Xk > Lm = 1/2) e onsideriamo il punto periodio
(V1X , V1Y ) per il quale X1 = n1 − X0 data la simmetria del piano. La gura he si
ottiene è uguale alla g. 3.14, dopo aver ambiato verso all'asse delle asisse.
Piano on prolo asimmetrio
Come onlusione di questa sezione, vediamo quali siano gli eetti dell'asimmetria del
prolo del piano sulle traiettorie periodihe. Ci limiteremo ad una desrizione qualita-
tiva della perturbazione senza entrare nei dettagli analitii. Ci limiteremo inoltre a
desrivere solo i asi nei quali siano presenti isole di stabilità.
Dalle simulazioni numerihe si osserva he, ome onseguenza dell'asimmetria, per le
traiettorie periodihe la quota d'impatto non rimane ostante ome nel aso simmetrio
(Y0 6= Y1), si veda gura 3.15, ed inoltre, la natura ellittia del punto periodio rimane
tale per piole deviazioni dalla ongurazione simmetria. Infatti, l'aumento della
asimmetria, ioè del parametro |m − 1
2
|, può essere tale da distruggere la regione di
stabilità.
Come esempio, onsideriamo la ongurazione geometria selta nelle gure 3.13 e
3.14 (L = 6, h = 1) e poniamo E˜0 = 0.5. Per il aso simmetrio avevamo he il punto
P0a era di tipo ellittio ed era rappresentato dalla traiettoria rossa in gura 3.13. Per di-
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Figura 3.15: Traiettoria periodia on prolo del piano asimmetrio. Si è posto E˜0 = 0.5, h = 1,
L = 6 e m = 0.37.
struggere l'isola di stabilità dobbiamo aumentare l'asimmetria no al valore dim = 0.36.
Infatti, perm = 0.37 si ottiene ome rappresentazione nello spazio delle veloità la gura
3.16, dalla quale si mette in evidenza la natura ellitia dei punti periodii. L'orbita pe-
riodia (P+0 , P
+
1 ) indiata dalle roi rosse, rappresenta la traiettoria periodia di gura
3.15, la quale al trasorrere del tempo avanza verso posizioni on X sempre più grande.
Vieversa, l'orbita periodia (P−0 , P
−
1 ) indiata dalle roi blu, rappresenta la traiettoria
periodia, invertita rispetto a quella di gura 3.15, he proede in direzione negativa.
Come ultima osservazione, notiamo he l'asimmetria produe ome onseguenza nello
spazio delle veloità, la dierente distanza dall'origine dei punti periodii.
In questa sezione i siamo interessati prinipalmente delle ongurazioni nelle quali
siano presenti punti periodii ellittii, perhé, ome vedremo in seguito, la presenza della





















Figura 3.16: Spazio delle veloià per una ongurazione on prolo del piano asimmetrio. Le
roi rosse indiano il punto periodio he dà origine alla traiettoria di g. 3.15; quelle di olore blu
rappresentano la stessa orbita ma orientata in senso opposto. I punti verdi indiano una generia orbita
on ondizioni iniziali lintano dai punti ssi. I parametri della simulazione numeria sono: E˜0 = 0.5,




In questo apitolo aronteremo lo studio della bouning ball in presenza di un potenziale
gravitazionale nel aso in ui i sia perdita di energia nell'impatto tra piano e sfera.
Per ompensare la perdita di energia poniamo il piano in osillazione vertiale. Nel
apitolo 2 abbiamo presentato il modello di bouning ball da noi adottato e le leggi
on le quali si trasformano le veloità subito prima e subito dopo l'impatto nel aso
di rimbalzi anelastii, sia per il aso di piano in quiete, sia per il aso di piano in
movimento. Qui assumiamo he il piano sia in movimento e he osilli periodiamente
in direzione vertiale. Iniziamo onsiderando il aso unidimensionale, per poi arontare
quello bidimensionale, nel quale il piano ha un prolo regolare e periodio nella direzione
orizzontale.
4.1 Moto unidimensionale
In questa sezione onsideremo la versione di Pustylnikov [108℄ dell'aeleratore di Fermi
[40℄ on l'ulteriore ingrediente dell'anelastiità. Questo modello è stato studiato diusa-
mente sia teoriamente [79℄ [92℄ [118℄ [123℄ sia sperimentalmente [101℄ [102℄ [103℄ [104℄
da numerosi rieratori. Nel seguito presentiamo aluni dei risultati prodotti da nostri
preedenti studi [51℄ [52℄ [53℄.
Il modello di bouning ball adottato qui è molto semplie: una sfera puntiforme di
massa unitaria rimbalza vertialmente su un piano rigido (innitamente massivo) he
osilla on moto periodio sinusoidale di veloità angolare Ω ed ampiezza A; la sfera è
soggetta ad un potenziale gravitazionale e la natura anelastia delle ollisioni istantanee
on il piano sono ompletamente desritte attraverso il oeiente di restituzione e
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denito nel 2.1.1. Vengono inoltre trasurate tutte le forze, sia quelle interne he quelle
esterne, osihé la sfera tra due rimbalzi suessivi è sottoposta alla sola forza di gravità.
Considereremo periò solo il moto nella direzione parallela all'aelerazione di gravità g,
ioè vertiale, e ne daremo una rappresentazione in termini delle grandezze dinamihe
al momento dell'impatto [122℄.
Con queste assunzioni, la traiettoria della sfera he rimbalza su un piano posto in
osillazione vertiale, sarà rappresentata mediante una mappa d'impatto: note la fase
del piano e la veloità di distao della sfera al momento del ontato sfera-piano, la
mappa fornise gli stessi parametri per l'impatto suessivo. Indihiamo on zb(t) la
posizione della sfera, on zp(t) quella del piano, on z(t) = zb(t) − zp(t) la distanza
relativa. Il piano si muove on legge oraria(
1
)
zp(t) = −A sin(Ωt). (4.1)
Siano t0 e zb(t0) = zp(t0) l'istante ed il punto nel quale avviene la ollisione fra piano e
sfera; sia inoltre z˙b(t0) la veloità iniziale di distao della sfera e w0 = z˙b(t0)− z˙p(t0) la
veloità relativa sfera-piano. Dopo l'impatto la sfera segue la legge oraria:
zb(t) = zb(t0) + z˙b(t0)(t− t0)− 1
2
g(t− t0)2. (4.2)
La ollisione suessiva avverrà al primo istante t1 in ui sia nulla la distanza relativa
z(t), ioè
z(t1) = 0 = zb(t0) + z˙b(t0)(t1 − t0)− 1
2
g(t1 − t0)2 + A sin (Ωt1). (4.3)
Tale equazione denise in modo impliito l'istante in ui si avrà il rimbalzo suessivo
e quindi la fase del piano orrispondente. Inoltre, in tale istante la sfera attererà on
veloità relativa
w− = z˙b(t1)− z˙p(t1) = z˙b(t0)− g(t1 − t0) + ΩA cos (Ωt1). (4.4)
Attraverso la relazione d'impatto (2.18) he lega la veloità della sfera subito prima e
subito dopo il ontato on il piano, otteniamo, dopo aluni passaggi algebrii, la veloità
relativa on ui la sfera si distaa dal piano:
w1 = −ew− = −e
[




Abbiamo posto ome fase iniziale ϕ0 = 0.
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Tramite le relazioni (4.3) e (4.5), dalla onosenza di t0 e w0 possiamo riavare le
analoghe grandezze per il rimbalzo suessivo, permettendo osì di determinare l'evolu-
zione temporale del moto note le ondizioni iniziali t0 e w0. Una generia orbita sarà osì
riavata iterando iliamente le relazioni preedenti, le quali, in unità adimensionate
(esprimendo, ioè, il tempo in unità di T = 2π/Ω, gli spostamenti in unità di gT 2/2, le










(τn+1−τn)−(τn+1−τn)2 = 0, (4.6)
Wn+1 = −e
{
Wn − 2(τn+1 − τn) + Γ
[
cos (2πτn+1)− cos (2πτn)
]}
. (4.7)
L'n-esimo impatto è quindi aratterizzato da due oordinate adimensionate: il tempo
d'impatto τn = tn/T e la veloità relativaWn ≡W (τn) = wnΩ/πg immediatamante do-
po l'impatto. Per quest'ultima dalla denizione segue he Wn > 0. Si dedue inoltre he
la dinamia della bouning ball è ontrollata da due parametri solamente, il oeiente





Una generia orbita (τk, Wk), he desrive una possibile traiettoria della sfera, note la
ondizioni iniziali τ0 e W0, sarà generata iterando la mappa d'impatto
M : (τn, Wn)→ (τn+1, Wn+1),
denita dalle (4.6)(4.7). A ausa della periodiità del moto del piano, tale orbita può
essere rappresentata nella mappa d'impatto in due diverse maniere. Nella rappresentazo-
ione estesa viene riportato l'insieme dei punti (τk, Wk); vieversa, nella rappresentzione
ridotta, si onsidera la parte frazionaria del tempo d'impatto τ k = τk mod(1). Ripiegan-
do l'asse dei tempi della mappa d'impatto in rappresentzione estesa per ottenere quella
ridotta, si ha il vantaggio di rendere più ompatta e leggibile la rappresentazione del-
l'orbita (τk, Wk), in partiolare quando k è grande ma si perde l'informazione relativa
al tempo di volo della sfera. Queste due rappresentazioni sono mostrate in gura 4.1.
Nel aso della rappresentazione ridotta l'orbita della bouning ball è rappresentata su
un semiilindro denito da 0 6 τ 6 1 e W > 0 (si veda gura 4.1b) [92℄ [122℄.
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Figura 4.1: Immagine in avanti D1 della regione d'intrappolamento D0 in rappresentazione d'im-
patto estesa (a) e ridotta (b), on la seguente selta dei parametri: e = 0.5 e Γ = 1.947. Nelle due
rappresentazioni si vede ome lo svilupparsi di D1 (a) su sette periodi di osillazione del piano, a seguito
del ripiegamento della gura, orrisponda alla presenza di sei bande estese (b). I punti appartenenti
alla banda ontrassegnata da k′, rimbalzeranno per la prima volta durante il (k + 1)-esimo periodo di
osillazione del piano. Per ulteriori dettagli si onsulti [51℄ [52℄ [53℄.
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4.1.2 Proprietà generali
In questo paragrafo esponiamo brevemente alune delle prinipali proprietà del moto
della bouning ball, già note in letteratura e he si deduono dalla rappresentazione
d'impatto [51℄ [52℄ [53℄.
(i)Meanismo di lanio: Se la sfera è posizionata sul piano in movimento, ioè on
W0 = 0, essa rimane solidale al piano nhé l'aelerazione di quest'ultimo supera
l'aelerazione di gravità, ovvero, in unità adimensionali, quando
− sin (2πτ) > 1
πΓ
.













τf = τg − 1
2
. (4.8)
Vieversa per τg < τ0 < 1 − τf lo stato della bouning ball è instabile. Al resere di
τ0 la sfera rimmarrà solidale al piano no all'istante τg quando si distaherà da questo
on veloità relativa nulla Wg = 0.
(ii)Regione di intrappolamento: L'esistenza della regione di intrappolamento segue dal-
l'osservazione he, indipendentemente da τ0, la veloità d'impatto del primo rimbalzo
W1 è più piola di quella iniziale W0 per tutti i valori di W0 al di sopra di un partio-
lare valore limite W 0. Questo implia he tutte le traiettorie originate al di fuori della
regione di intrappolamento D(τ , W ) ≡ {0 6 W 6 W 0, 0 6 τ 6 1} niranno tutte, in
tempi più o meno brevi, all'interno di questa regione. Conseguentemente, la durata dei
tempi di volo tra due rimbalzi suessivi di tutte le traiettorie originate all'interno della
regione D, non può superare un valore massimo τmax. Sia W 0 sia τmax sono funzioni
















τmax 6 1 +
W 0 + Γ +
√





In gura 4.1b la regione di intrappolamento è rappresentata dal rettangolo di vertii
A0B0C0D0, l'immagine futura, o in avanti, di questa regione è indiata dai punti di
olore grigio, he si dispongono nella zona superiore in una struttura a bande, mentre
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in quella inferiore oupano una regione a forma di ampana. Il numero delle bande
è direttamente legato al valore di τmax e quindi al numero di osillazioni he il piano
esegue prima he la sfera lo olpisa di nuovo.
(iii)Classiazione delle traiettorie: Le traiettorie di una sfera he rimbalza in modo
anelastio su di un piano posto in osillazione vertiale possono essere lassiate in tre
ategorie ome segue:
(a) Traiettorie di hattering. Sono le traiettorie per le quali la bouning ball ompie
un numero innito di rimbalzi in un tempo nito perdendo progressivamente energia
no ad appoggiarsi sul pianoper essere poi rilaniata all'istante τg on veloità relativa
nulla Wg = 0. In gura 4.1b i punti al di sotto della urva rossa ontinua a forma di
ampana, sono quelli assoiati alle traiettorie di hattering. Si veda anhe in gura 4.2
la zona al di sotto della urva ontinua rossa.
(b) Traiettorie periodihe. Le traiettorie periodihe sono rappresentate nello spazio
(τ , W ) da q punti e sono denite dalle ondizioni: τq = τ0 + k, Wq = W0 (
2
). Per il aso
più semplie si hanno rimbalzi tutti uguali, ovvero, q = 1; le orrispondenti ondizioni

















Le orbite periodihe ontrassegnate on il segno (−) sono instabili [75℄, a dierenza di
quelle ontrassegnate dal segno (+) he sono stabili e vengono indiate in gura 4.1b
dalle roi di olore nero. La distanza di questi punti dall'asse delle asisse aumenta
all'aumentare di k; inoltre i valori he l'intero k può assumenre sono limitati superior-
mente, k 6 Γ
1 + e
1− e . Si può dimostrare he il numero di punti periodii è pari alla parte
intera del valore numerio del tempo di volo massimo: k 6 τmax.
() Traiettorie aotihe: Per partiolari valori della aelerazione ridotta Γ, si veria,
inne, la omparsa di una nuova traiettoria periodia (q = 1) on periodo knew. Gra-
amente, questa evenienza aade quando il punto rappresentativo l'orbita periodia
entra all'interno della regione di intrappolamento D, per ui risulta he W1(knew) = W 0
e τ±1 = 1/2 (le traiettorie (±) oinidono). Aumentando Γ, i valori di τ±1 si allontana-
no dal valore entrale 1/2, uno rese (+) e l'altro diminuise (−), ma, ome detto in
preedenza, solo la traiettoria on il segno positivo (+) è stabile. La stabilità di questa
2
Per queste traiettorie periodihe i parametri d'impatto assumono gli stessi valori dopo he sono
avvenuti q rimbalzi on il piano. Il tempo trasorso anhé si ompleti iasun ilo di q rimbalzi sarà
pari a k periodi di osillazione del piano.
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Figura 4.2: Attrattore strano (punti di olore blu) per e = 0.5 e Γ = 1.724, ottenuto seguendo una
singola orbita per 106 rimbalzi; è stato messo in evidenza anhe il baino di attrazione (punti di olore
verde) e il punto periodio (roe nera) dal quale origina l'attrattore. L'immagine D20 della regione
d'intrappolamento dopo 20 rimbalzi mette in evidenza oltre alle bande estese, limitate da D1 (linea
ontinua nera), anhe le bande di hattering he si trovano al di sotto della linea ontinua rossa. Per
maggiori approfondimenti si onsulti [51℄, [52℄ e [53℄.
traiettoria viene distrutta inrementando ulteriormente l'aelerazione ridotta Γ, on
la onseguente omparsa di una nuova traiettoria periodia on q = 2. Inrementano
ulteriormente Γ, questo proesso si ripete no alla omparsa di una traiettoria aotia i
ui punti rappresentativi danno origine ad una urva dalla forma ripiegata he è tipia
degli attrattori strani [61℄ [74℄ [78℄ (si veda gura 4.2). Si veria osì una tipia manife-
stazione dei sistemi dinamii aotii he è quella della rotta al aos tramite biforazioni
on raddoppio del periodo [36℄ [37℄ [38℄.
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4.2 Moto bidimensionale
Dopo aver passato in rassegna le prinipali aratteristihe della bouning ball unidimen-
sionale, in questa sezione prendiamo in onsiderazione il moto di una sfera puntiforme
he rimbalza in modo anelastio su di un piano innitamente massivo dal prolo a dente
di sega. Come assunto in preedenza, trasuriamo tutte le forze di attrito dovute al-
la resistenza dell'aria, osihé la sfera tra due rimbalzi sarà sottoposta alla sola forza
di gravità. A ausa della sempliità del moto della sfera tra un rimbalzo e l'altro è
onveniente una desrizione del moto in termini delle grandezze dinamihe al momento
dell'impatto.
Assumiamo he il piano abbia forma regolare e periodia lungo una direzione pre-




−(x− nL) tanα per 0 6 x < Lm
[x− (n + 1)L] tan β per Ln 6 x < L.
(4.12)
Per ompensare la predita di energia dovuta ai rimbalzi anelastii, poniamo il piano in
osillazione vertiale seondo la legge oraria(
3
)
p(t) = −A sin(Ωt). (4.13)
All'istante t, un generio punto P sulla superie del piano avrà asissa xp e ordinata
yp(xp, t) = c(xp)+p(t). Questo punto non subirà spostamenti nella direzione x (vpx(t) ≡
0, apx(t) ≡ 0), mentre si sposterà nella direzione y on veloità
vpy(t) = p
′(t) = −AΩcos (Ωt) (4.14)
ed aelerazione
apy(t) = p
′′(t) = AΩ2 sin (Ωt). (4.15)
Va osservato he l'intervallo di variabilità delle asisse dei punti del piano è ompre-
so tra i valori −(A + h) ed A, mentre quello di veloità ed aelerazione è ompreso
rispettivamente tra i valori ±AΩ e ±AΩ2.
4.2.1 Equazioni del moto
Indihiamo on xb(t) e yb(t) rispettivamente la oordinata orizzontale e vertiale della
sfera; sia z(t) ≡ yb(t) − yp(xb(t), t)) > 0 la distanza nella direzione vertiale tra sfera e
3
Abbiamo posto ome fase iniziale ϕ0 = 0.
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Figura 4.3: Rappresentazione shematia del moto di una partiella puntiforme he rimbalza su un
piano on prolo regolare e posto in osillazione periodia nella direzione vertiale.
piano (al trasorrere del tempo lo spostamento vertiale yp da prendere in onsiderazione
è quello del punto sul piano he ha la stessa asissa xb della sfera), siano inoltre vbx(t) e
vby(t) le omponenti artesiane della veloità della sfera; inne, indihiamo on w(t) la
veloità relativa sfera-piano nella direzione vertiale: w(t) ≡ vby(t)− vpy(t).
Assumiamo he la sfera si distahi dal piano all'istante t0 nella posizione x0 ≡ xb(t0)
e y0 ≡ yb(t0) = yp(x0, t0) = c(x0) + p(t0), on veloità assoluta vb(t0) di omponenti
v0x ≡ vbx(t0) e, v0y ≡ vby(t0) e veloità relativa(4)
w0 ≡ w(t0) = v0y − vpy(t0) = v0y + AΩcos (Ωt0). (4.16)
La veloità di partenza della sfera non può essere diretta verso l'interno del piano, deve
ioè valere la diseguaglianza (2.40) he riportiamo di seguito per omodità

w0 > −v0x tanα se 0 6 x0 < Lm
w0 > v0x tan β se Lm 6 x0 < L.
(4.17)
Date le ondizioni iniziali, il moto della sfera è sempliemente quello di un grave in
un ampo gravitazionale, periò per le posizioni x, y e le relative veloità valgono leggi
orarie uguali a quelle del 3.1.1 ed espresse dalle relazioni (3.3)(3.6).
Vogliamo ora determinare l'istante nel quale la sfera olpirà il piano, osì da poter
riavare le oordinate x1 e y1 del punto d'impatto e le omponenti della veloità v
−
1
on la quale la sfera impatta sul piano. La ollisione tra sfera e piano avverrà al primo
4
Nel seguito per le veloità della sfera trasureremo l'inie b, ovvero vbx ≡ vx e vby ≡ vy .
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istante t1 > t0 per il quale sia nulla la distanza relativa z(t)
z(t1) = yb(t1)− yp(t1) = 0 = y0 + v0y(t1 − t0)− 1
2
g(t1 − t0)2 + A sin (Ωt1). (4.18)
Avremo osì he la sfera olpirà il piano nel punto di oordinate
x1 ≡ xb(t1) = x0 + v0x(t1 − t0) (4.19)
y1 ≡ yb(t1) = y0 + v0y(t1 − t0)− 1
2
g(t1 − t0)2, (4.20)
ed immediatamente prima dell'impatto arriverà sul piano on veloità assoluta di om-
ponenti
v−1x = v0x (4.21)




1y − vpy(t1) = w0 − g(t1 − t0) + AΩ
[
cos (Ωt1)− cos (Ωt0)
]
. (4.23)
Le relazioni (2.27)(2.30) del 2.1.2, i fornisono le omponenti artesiane della veloità
(assoluta) v
+








(et + en) sinφ1 cosφ1 (4.24)





2 φ1−et sin2 φ1), (4.25)




+α se 0 6 x1 < Lm
−β se Lm 6 x1 < L.
(4.26)
Denendo w+1 ≡ v+1y−vpy(t1) ed utilizzando le (4.21) e (4.23), le relazioni (4.24) e (4.25)
si possono risrivere ome
v+1x = v0x(et cos
2 φ1 − en sin2 φ1)− w−1 (et + en) sinφ1 cosφ1 (4.27)
w+1 = −v0x(et + en) sinφ1 cosφ1 − w−1 (en cos2 φ1 − et sin2 φ1). (4.28)
















2 φ1 − en sin2 φ1 (en + et) sinφ1 cosφ1
−(en + et) sinφ1 cosφ1 en cos2 φ1 − et sin2 φ1

 . (4.30)
Vediamo ora ome le relazioni preedenti si semplihino nel aso in ui i oe-
ienti di restituzione normale en e tangente et, he quantiano la frazione persa dalle
omponeti normali e tangenti al piano della veloità durante il rimbalzo, oinidano
e = en = et. Le relazioni (4.27) e (4.28) si riduono a
v+1x = e
[




[−v0x sin 2φ1 − w−1 cos 2φ1] , (4.32)














cos 2φ1 sin 2φ1
− sin 2φ1 cos 2φ1

 . (4.34)
Le (4.32) e (4.34) mettono in evidenza he, similmente al aso elastio (e = 1) e statio
(w = vby), ad ogni rimbalzo, 'è un'inversione (matrie Z) della omponente nella dire-
zione y della veloità relativa, seguita da una rotazione (matrie C) di un angolo pari a
φ1 ed una riduzione nale in modulo proporzionale ad e < 1.
4.2.2 Mappa dinamia
Riassumiamo i risultati ottenuti nora. Abbiamo visto he note le ondizioni iniziali del
moto della sfera, ovvero istante t0, posizione x0 e omponenti della veloità di riparten-
za v0 al momento dell'impatto, la soluzione dell'equazione impliita (4.18) i fornise
l'istante del ontatto suessivo t1; da questo possiamo alolare la posizione d'impatto
x1 e onseguentemente le omponenti della veloità di ripartenza v1 ≡ v+1 . Assumendo
questi valori ome nuove ondizioni iniziali, possiamo alolare le analoghe grandezze
d'impatto per il rimbalzo suessivo e osì via, in modo tale da poter seguire l'evolu-
zione temporale del moto della sfera per un numero arbitrario di rimbalzi sul piano.
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Risulta onveniente sostituire la omponente y della veloità assoluta della sfera on la
orrispondente veloità relativa w.
Periò, anhe per il aso in ui il piano sia bidimensionale e in moto, abbiamo denito
ompiutamente il modello della bouning ball tramite una mappa d'impatto
M : (τn, Xn, VnX , Wn)→ (τn+1, Xn+1, Vn+1X , Wn+1) (4.35)
attraverso la quale alolare una generia orbita partendo da ondizioni iniziali note.
La mappa d'impatto è denita dalle relazioni del paragrafo preedente he risrivere-
mo di seguito in forma adimensionale, assumendo ome tempo di riferimento quello di
osillazione del piano T e ome lunghezza di riferimento quella di periodiità del piano
L; onseguentemente le veloità in unità di L/T e le aelerazioni in unità di L/T 2.
Avremo, periò,
t → τ = t
T








vx, vy, w → VX = vxT
L
, VY = vy
T
L
, W = w
T
L




da ui segue he la mappa d'impatto in unità adimensionali è denita dalle seguenti
relazioni:
[
Wn − 2πAL cos (2πτn)
]








Xn+1 = Xn + VnX(τn+1 − τn) (4.37)
Vn+1x = Vnx(et cos
2 φn+1 − en sin2 φn+1)−W−n+1(et + en) sinφn+1 cosφn+1 (4.38)
Wn+1 = −Vnx(et + en) sinφn+1 cosφn+1 −W−n+1(en cos2 φn+1 − et sin2 φn+1), (4.39)
dove, per sempliità di srittura, è stato posto





mentre C(Xn) è denito dalla (3.26) e per φn+1 vale una denizione analoga alla (4.26).
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4.2.3 Regione d'intrappolamento
In analogia on le onsiderazioni del punto (ii) del 4.1.2 erhiamo se esista una zona
nello spazio (VX , W ) all'interno della quale limitare lo studio della bouning ball ane-
lastia in due dimensioni. In altre parole vogliamo rierare quelle zone nelle quali il
modulo della veloità di ripartenza sia siuramente minore di quello della veloità di










Il membro di sinistra può essere valutato attraverso la relazione matriiale (fr. (4.29))
V 21X +W
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n − e2t ) sinφ1 cosφ1 6 V 20X +W 20 . (4.43)
Va osservato he il valore di W−1 (vi veda la (4.23)) dipende dai tempi d'impatto τ0
e τ1. Per togliere questa dipendenza dai tempi, e quindi soddisfare la disequazione
indipendentemente dagli istanti d'impatto, bisogna limitare superiormente il membro
di sinistra della disequazione (4.43). Si otterrà osì una disequazione in termini delle
sole veloità V0X e W0, il ui insieme di soluzioni dipenderà dai parametri di denizione
del problema, ovvero, lunghezza L e profondità h del prolo del piano e ampiezza A e
veloità angolare Ω della legge di osillazione del piano.
Per hiarire queste onsiderazioni prendiamo ome esempio il aso in ui i oeienti
di restituzione oinidano, e = en = et ed il piano sia simmetrio m = 0.5, in quanto
queste assunzioni i permettono di sempliare notevolmente la trattazione algebria.
La diseguaglianza (4.43) diventa
e2
[





6 V 20X +W
2
0 . (4.44)
Bisogna ora limitare superiormente il membro di sinistra. Per far iò dobbiamo prima
esprimereW−1 = V
−
1Y −VP (τ1) in maniera più onveniente. Dal teorema di onservazione
dell'energia segue he per gli istanti immediatamente suessivi a τ0 e immediatamente
preedenti a τ1 vale la relazione, espressa in grandezze adimensionali:
(V0Y )
2 + 2gLY0 = (V
−
1Y )
2 + 2gLY1, (4.45)
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Figura 4.4: Rappresentazaione d'impatto nello sapazio delle veloità (VX ,W ) per un insieme di 60000
orbite (punti verdi) limitate dalla urva (4.49) (linea rossa) e dal vinolo (4.17) (rette nere). Parametri
per la simulazione: e = en = et = 0.5, A = 0.6, Ω = 10, L = 6, h = 1 e m = 0.5.
dalla quale si dedue he
V −1Y = ±
√
V 20Y + 2gL(Y0 − Y1). (4.46)
Queste relazioni sono utili per esprimere (W−1 )
2
; infatti risulta he
(W−1 )
2 = [W0 + VP (τ0)]
2 + 2gL(Y0 − Y1) + V 2P (τ1)
±2VP (τ1)
√[
W0 + VP (τ0)
]2




6 W 20 + 4πAL|W0|+ 8π2A2L + 2gL∆YM
+4πAL
√
W 20 + 4πAL|W0|+ 4π2A2L + 2gL∆YM . (4.48)
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Qui, maggiorando la funzione trigonometria VP (τ) = −2πAL cos(2πτ) 6 2πAL e le
altezze alle quali avvengono gli impatti sferapiano Y0 − Y1 6 ∆YM ≡ 2AL + hL (hL =
h/L), abbiamo tolto la dipendenza dai punti ed istanti d'impatto.
Quest'ultima disequazione, i permette di limitare superiormente il membro a sinistra







1− e2)− 2e2(2πAL|W0|+ 4π2A2L + gL∆YM)
−4πe2AL
√
W 20 + 4πAL|W0|+ 4π2A2L + 2gL∆YM > 0. (4.49)
In gura 4.4 la urva rossa divide i punti he soddisfano la disequazione (4.49) da
quelli he non la soddisfano. Indihiamo on Db l'insieme di tali punti avendo eslu-
so quelli he non soddisfano il vinolo geometrio (4.17) rappresentato in gura dalle
rette nere. I valori di (VX , W ) esterni all'insieme Db, soddisfaendo alla (4.49), e on-
seguentemente alla (4.41), ad ogni impatto diminuiranno il valore del modulo della
veloità no ad entrare, in un tempo più o meno breve, in Db e rimanere al suo interno.
Possiamo quindi denire una regione d'intrappolamento in modo del tutto analogo al
aso unidimensionale. In gura 4.4 i punti verdi rappresentano un insieme di orbite
ampionate dopo 20 rimbalzi; le orbite sono state generate lasiando adere da ferma
(V0X = 0, V0Y = 0) la sfera da una quota ssa (Y0 = Yq) per dierenti posizioni trasver-
sali (0 < X0 < 1) tutte allo stesso istante (τ0 = 0). I valori selti per gli altri parametri
della simulazione numeria sono: L = 6, h = 1, m = 0.5, A = 0.6 ed Ω = 10.
Sono state eettuate dierenti simulazioni per diversi valori di Yq; per tutte le simu-
lazioni i punti rappresentativi nello spazio delle veloità onfermano quanto aermato
in preedenza, ovvero il onnamento all'interno della regione Db. La disposizione di
questi punti è del tutto simile a quella dei punti verdi di gura 4.4 (per i quali Yq = 5),
he si dispongono in in una sorta di struttura a strati.
4.2.4 Rappresentazione d'impatto ridotta
Questa struttura può essere messa in evidenza, se rappresentiamo il moto graando
la veloità relativa nella direzione vertiale W in funzione del tempo d'impatto τ . Se
ripieghiamo la gura su se stessa onsiderando la parte frazionaria del tempo d'impatto
τ = τmod(1), ome nella rappresentazione d'impatto ridotta per il aso unidimensionale,
si osserva una struttura a bande (gura 4.5a) he può essere più eaiemente risolta
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se riportiamo la veloità relativa in un sistema di riferimento ruotato di un angolo −2φ
(gura 4.5b).
Se la sfera rimbalza su una rampa sinistra del prolo del piano, allora ruotiamo il
sistema di riferimento di un angolo pari a −2α e rappresentiamo, in questo nuovo siste-
ma di riferimento, la omponente vertiale della veloità (relativa) W ′ = VX cos 2α −
W sin 2α = −eW−. Vieversa, se la sfera rimbalza su una rampa destra del prolo del
piano, ruoteremo il sistema di riferimento di un angolo +2α e riportiamo la omponente
vertiale della veloità (relativa) he varrà W ′ = −VX cos 2α + W sin 2α = −eW−. I
risultati ottenuti sono mostrati in gura 4.4b, nella quale si possono distinguere delle
bande estese il ui numero oinide on quello del aso unidimensionale. Per avere un
onfronto on la rappresentazione ridotta del aso unidimensionale (fr. gura 4.1), si
noti he anhe per il aso bidimensionale abbiamo simulato la stessa legge di osillazione
del piano, ovvero stessa ampiezza A = 0.6 e veloità angolare Ω = 10 (e quindi stessa
aelerazione ridotta Γ = 1.947), ed inoltre, stesso valore per il oeiente di restitu-
zione e = 0.5. In questo modo la desrizione della struttura a bande per il aso ora
in esame rappresentata in gura 4.5, è rionduibile a quella fatta in preedenza per il
sistema unidimensionale. Per quanto riguarda le bande di hattering nel aso bidimen-
sionale risultano essere meno marate he nel aso unidimensionale, iò è dovuto al fatto
he la sfera per arrestarsi sul piano deve rimbalzare lungo una superie inlinata on
onseguente rimesolamento delle omponenti vertiale e trasversale della veloità.
Aronteremo nei apitoli suessivi lo studio del moto di una bouning ball nella













Figura 4.5: Rappresentazione dimpatto ridotta dell'insieme di traiettorie mostrato in gura 4.4. (a)
Abbiamo rappresentato la veloità relativa W in funzione del tempo d'impatto τ = τmod(1). (b) In




Diusione su piano on prolo
simmetrio
Nella regione globalmente stoastia dello spazio delle fasi per un sistema a due gradi di
libertà, nel quale non esistono urve regolari (urve KAM), una desrizione ompleta del
moto è generalmente improponibile. Possiamo però trattare il moto del sistema in senso
statistio, erando di determinare l'evoluzione di alune quantità medie, piuttosto he
le orbite orrispondenti ad un insieme di ondizioni iniziali date [24℄ [131℄.
Saremo interessati allo studio del moto nella direzione trasversale e, in partiolare,
vogliamo indagare se il moto in questa direzione sia di tipo diusivo. Per far iò in
seguito analizzeremo i dati riavati dalle simulazioni numerihe nelle quali prenderemo
in onsiderazione il moto di un gas di sfere(
1
) he rimbalzano su di un piano on
prolo dalla forma a dente di sega simmetrio (m = 0.5). Aronteremo due situazioni
distinte: (a) sistema onservativo, ovvero, rimbalzo elastio e piano in quiete; (b) sistema
dissipativo, ovvero, rimbalzo anelastio e piano in osillazione vertiale.
5.1 Sistema onservativo
Prima di disutere i risultati delle simulazioni per stabilire la natura diusiva del sistema
in onsiderazione, i soermiamo brevemente su aluni aspetti aotii del problema e
sulla sua natura ergodia.
1
Per gas si intende insiemi di sfere he rimbalzano singolarmente sul piano in modo indipendente
l'una dalle altre; non 'è interazione tra sfera e sfera.
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5.1.1 Mixing ed ergodiità
Il omportamento aotio di una mappa è aratterizzato dalla divergenza di traiettorie
viine da ui segue il valore positivo degli esponenti di Lyapunov; un elemento di volume
dello spazio delle fasi subirà, attaverso la mappa, ripetute distorsioni nell'evoluzione del
moto. Queste ontinue distorsioni fanno sì he, se una piola porzione dello spazio delle
fasi è aratterizzata da una partiolare proprietà, al tendere all'innito del numero di
iterazioni della mappa tutto lo spazio delle fasi (aessibile) nirà per avere la stessa
proprietà. Volendo fare un esempio gurativo, possiamo immaginare di avere un impasto
sul quale faiamo adere due goie di inhiostro di olore diverso una viino l'altra. Se
stendiamo e ripieghiamo l'impasto in modo ilio, allora, dopo alune volte i due tipi
di inhiostro si saranno mishiati ed avranno mahiato l'intera superie nelle stesse
proporzioni delle goe iniziali. Questo fenomeno, esteso ai sistemi dinamii è detto
mixing [73℄ [74℄ [116℄. Si mostra, inoltre, he un sistema he presenta mixing è ergodio,
ma l'inverso è falso [11℄ . Per provare l'ergodiità del nostro sistema abbiamo fatto
riorso a questa proprietà.
Abbiamo onsiderato due gruppi di orbite ugualmente popolati le ui ondizioni
iniziali, nell'inserto di gura 5.1a, sono rahiuse all'interno dei rettangoli delimitati
dalle linee rosse ontinue. Uno dei due gruppi di ondizioni iniziali è entrato sul punto
periodio (iperbolio regolare), indiato dalla roe rossa, del quale onosiamo i valori
degli autovalori (si veda 3.3.2 e gura 3.11a). Nel aso in esame, tanα = 1
3
, l'autovalore
nella direzione di allontanamento vale λ+ ∼ 3.055 > 1 mentre quello nella direzione di
avviinamento λ− = 1/λ+ è minore di uno, λ− < 1.
Le orbite on origine nel rettangolo inferiore sono indiate dai punti verdi mentre
quelle on ondizioni iniziali nel rettangolo superiore sono indiate dai punti di olore
blu; in gura 5.1 sono rappresentate le veloità d'impatto, per i rimbalzi he avvengono
sulle rampe sinistre del prolo del piano, per dierenti valori del numero n del rimbalzo.
Nell'inserto di gura 5.1a, sono riportate le veloità di impatto per il terzo rimbalzo(
2
)
e sono state sovrapposte all'insieme di ondizioni iniziali per evidenziare ome i domini
rettangoli iniziali vengano distorti, più preisamente allungati nella direzione di λ+ e
strizzati in quella di λ−. Negli altri grai si mette in evidenza he on l'aumentare
di n l'elemento di superie è sottoposto a suessivi stiramenti e ripiegature dando
origine a delle strise nello spazio delle veloità, nhé, già dopo pohi rimbalzi, gli
2
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Figura 5.1: Spazio delle veloità per l'insieme di traiettorie on ondizioni iniziali all'interno dei due
rettangoli rossi, dopo n = 10, 15, 20, 25 rimbalzi. Le ondizioni iniziali sono state prese nell'intorno
del punto sso rappresentato nell'inset di gura 3.11a e sono stati adottati i seguenti parametri per la




insiemi di orbite rioprono totalmente la superie disponibile. Inoltre, se onsideriamo
una porzione dell'insieme A (B), questa sarà oupata in egual misura da punti di
olore verde e blu, anhe se per ragioni grahe questi ultimi sembrano predominare.
Questo viene messo in evidenza nell'inserto di gura 5.1d, dove è stata ingrandita la
zona attorno all'insieme di ondizioni iniziali di partenza e dove la maggiore risoluzione
graa i permette di evidenziare il mesolamento delle orbite marate in blu e verde.
Nell'esempio onsiderato, ad una generia orbita è aessibile l'intera superie denita
dall'unione degli insiemiA e B; se la selta dei parametri è tale da permettere l'esistenza
di isole di stabilità assoiate alle traiettorie periodihe desritte nel 3.4, pur mantenendo
tanα < 1, si veria he per la zona stoastia ontinua a veriarsi ilmixing delle orbite
he ovviamente non oinvolge le regioni di stabilità.
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Analoghi risultati si ottengono anhe per i asi in ui tanα > 1, dove sono sem-
pre presenti punti ssi di tipo ellittio legati alle traiettorie simmetrihe disusse nel
3.3.1. In questa ongurazione, dove α > pi
4
implia he l'angolo tra le due rampe he
ostituisono il prolo del piano π− 2α sia auto, se onsideriamo due insiemi di orbite
ome fatto in preedenza, arriviamo alle stesse onlusioni, solamente he ora, anhé, i
punti rappresentativi le orbite oupino l'intera superie disponibile, ovvero il dominio
A (B) esuso le isole di stabilità, saranno neessari un maggior numero di rimbalzi. Ciò
è dovuto al fatto he avere un angolo auto ioè α > pi
4
, tra le rampe del prolo del
piano ostaola in qualhe modo l'usita della sfera dalla ella, ontrariamente a quanto
aade nel aso in ui questo angolo sia ottuso ioè, α < pi
4
.
Da questa disussione possiamo periò assumere he il sistema sia ergodio; assun-
zione he è stata veriata direttamente onfrontando le distribuzioni di probabilità di
alune grandezze dinamihe prodotte onsiderando singole traiettorie e insiemi di orbite
nello spazio delle fasi appartenenti allo stesso insieme miroanonio. Si ovverva he tali
distribuzioni sono uguali (equivalenza della media temporale on quella statistia) ed
indipendenti dal tempo (stazionarietà). Consideriamo ora alune proprietà statistihe
delle grandezze d'impatto per i seguenti valori dei parametri E˜0 = 1, h = 1 ed L = 6.
Per la distribuzione delleX si osserva he vengono oupate tutte le posizioni possibili
(0 6 X 6 L) in modo quasi uniforme (σ ∼ 1/√12) on una leggera preferenza per quelle
ad energia minore. La distribuzione è simmetria rispetto al suo valor medio he oinide
on il entro dell'intervallo (〈X〉 = 1
2
). Viene osì mantenuta la simmetria del piano.
Per la distribuzione dei ∆X = Xk+1−Xk si osserva he la distribuzione è simmetria
rispetto a al valor medio he è nullo. Dalla simmetria della distribuzione si dedue he
salti della stassa lunghezza in avanti o indietro sono ugualmente probabili, ome era
prevedibile dalla simmetria del piano. In partiolare, va notato he sono più probabili i
salti più lunghi; infatti, la distribuzione dei ∆X presenta dei massimi ben pronuniati
in orrispondenza di questi inrementi. Di onseguenza, la distribuzione dei ∆Y ha un
massimo in orrispondenza del suo valore medio he è uguale a zero e derese in modo
quasi lineare verso gli estremi. Questo india he vengono preferite quelle traiettorie he
variano di poo la quota d'impatto Y , o meglio, tanto maggiore è la variazione della
quota d'impatto, tanto minore è la probabilità he tali traiettorie si verihino.
Anhe per le distribuzioni di VX e∆VX si osserva he il valore medio è nullo e si ha una
simmetria rispetto a tale valore entrale. La distribuzione di VX è quasi uniforme anhe
se ha dei massimi in orrispondenza dei valori ±
√
E˜0. La simmetria delle distribuzioni
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Figura 5.2: Distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto al variare del numero d'ordine del
rimbalzo n per un insieme di 24000 traiettorie isoenergetihe on ondizioni iniziali I0. Le urve nere
sono le gaussiane he si riavano on i valori medi e le varianze delle distribuzioni delle X in. Simulazione
per L = 6, h = 1 (ioè tanα = 1
3
).
è un'ulteriore onferma he la simmetria del piano non favorise spostamenti in un verso
piuttosto he in un altro.
A dierenza delle preedenti, la distribuzione dei VY non è simmetria. La distri-
buzione di VY ha un massimo in orrispondenza di +
√
E˜0, ome la distribuzione dei
∆VX .
5.1.2 Analisi delle distribuzioni di probabilità delle posizioni
In questa sezione i proponiamo di studiare il moto della bouning ball lungo la dire-
zione orizzontale del piano, nel aso in ui, il prolo di quest'ultimo sia a dente di sega
simmetrio. Per far iò abbiamo onsiderato un insieme di M = 24000 traiettorie isoe-
nergetihe (E˜0 = 1), on ondizioni iniziali ugualmente suddivise tra gli insiemi A e
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B preedentemente deniti dalle relazioni (3.53) e (3.54) nel 3.2. Per le prime 12000
traiettorie si sono selte ondizioni iniziali (V0X , V0Y ) uniformemente distribuite nel'in-
sieme A : per queste, la posizione di partenza X0 = (T˜0 − E˜0)/2 tanα è stata posta
sulla rampa sinistra della ella c0
(
X0 ∈]0, 12 [
)
. Le rimanenti 12000 traiettorie, sono
state selte on ondizioni iniziali (V0X , V0Y ) uniformemente distribuite nel'insieme B
e on posizione di partenza X0 = (E˜0 − T˜0)/2 tanα, sulla rampa destra della ella c−1
(X0 ∈] − 12 , 0[). Tale selta fa sì he la distribuzione delle posizioni iniziali abbia valor
medio nullo e sia simmetria rispetto all'asse delle ordinate. Indihiamo on I0 l'insieme
di queste ondizioni iniziali:
I0 = {X i0, V i0X , V i0Y } on i = 1, . . . ,M ; (5.1)
allora, l'insieme delle orbite on tali ondizioni iniziali, al variare del numero del rimbalzo
n, sarà denotato dagli insiemi
In = {X in, V inX , V inY } on i = 1, . . . ,M. (5.2)
Indihiamo inoltre on IXn = {X in} l'insieme delle sole posizioni d'impatto.
Avendo osì denito la distribuzione delle ondizioni iniziali, abbiamo fatto evolvere
questo insieme di traiettorie per n = 106 rimbalzi, e ne abbiamo ampionato durante
l'integrazione numeria le grandezze d'impatto ed in partiolare lo spostamento nella
direzione trasversale. In gura 5.2 sono mostrate le distribuzioni delle posizioni d'im-
patto X in della bouning ball per dierenti valori del numero n dei rimbalzi ompiuti
(n = 103, 104, 105, 106); sono periò rappresentate le distribuzioni dei seguenti insiemi
di punti:
IX103 = {X i103}, IX104 = {X i104}, IX105 = {X i105}, IX106 = {X i106}. (5.3)
Indentihiamo on










M − 1 (5.4)
il valor medio e la deviazione standard delle posizioni delle orbite all'n-esimo rimbalzo.
Sia inoltre mk il momento k-esimo della distribuzione delle posizioni, ovvero il valor
medio della potenza k-esima di X in, in formule:








Indihiamo inne on ∆Xn = X
i
n − Xn, le deviazioni (sostamenti) dal valor medio e
on (∆Xn)
k = (X in−Xn)k la potenza k-esima degli sostamenti, dove in entrambi i asi
i = 1, . . . ,M . Anhe per queste ultime grandezze si possono denire dei valori medi,
he risultano essere dati dalle relazioni seguenti(
3
):




(X in −Xn)k. (5.6)
Avendo denito le grandezze statistihe he utilizzeremo, qui e in seguito, per la trat-
tazione del moto diusivo nella direzione trasversale, torniamo ora alle distribuzioni delle
posizioni d'impatto della bouning ball mostrate in gura 5.2. Dai grai rappresentati
in gura si osserva he, indipendentemente da n, il valor medio delle distribuzioni rima-
ne molto prossimo a quello della distribuzione di partenza, ovvero, le distribuzioni sono
entrate attorno al valore X0 = 0 e sono anhe simmetrihe rispetto all'asse delle ordi-
nate. Da queste due proprietà delle distribuzioni, ome primo risultato, si può esludere
he i siano dei moti di deriva ome era d'altronde prevedibile, sulla base di sempli-
i onsiderazioni sio-goemetrihe (energia ostante e simmetria del piano). Un'altra
onsiderazione da fare riguarda il tipo di distribuzione he si ottiene: in gura 5.2 agli
istogrammi delle distribuzioni delle posizioni d'impatto, sono sovrapposte le gaussiane
he si ottengono per i valori di Xn e σn on n = 10
3, 104, 105, 106 (si veda tabella 5.1).
Quello he appare evidente, è he 'è un ottimo aordo tra le distribuzioni delle X in e
tali urve gaussiane. Sulla base di questo aordo, onfermato da ulteriori simulazioni
on dierenti selte dei parametri del sistema, assumeremo he la distribuzione limite
per le distribuzioni delle posizioni d'impatto, sia una gaussiana entrata attorno al valor






Tabella 5.1: Valori medi e deviazioni standard per le distribuzioni di gura 5.2.
Stabilito he le distribuzioni sono delle gaussiane entrate nell'origine, i rimane da
3
In questa denizione, ome in quella della deviazione standard (5.4), dovremmo avere ome
denominatore M − 1. Poihé il numero di orbite è grande possiamo onsiderare M al posto di M − 1.
99
rispondere al nostro quesito di partenza, ovvero, stabilire se il sistema presenti diusione
nella direzione trasversale. A tal proposito, si osserva he le distribuzioni si allargano
all'aumentare del numero del rimbalzo n: l'analisi di ome varino on n (e quindi on il
tempo) le deviazioni standard delle distribuzioni sarà lo sopo della prossima sezione.
5.1.3 Diusione: aso onservativo simmetrio
Per investigare l'inremento della deviazione standard on n, abbiamo analizzato il
range di variabilità degli sostamenti al quadrato (∆Xn)
2
delle distribuzioni degli insiemi
IXn , ed in partiolare l'andamento del loro valor medio (varianza) C2 = (∆Xn)
2
al variare
del numero d'ordine del rimbalzo n, dove sono state adottate le seguenti denizioni :
(∆Xn)







Si osserva he l'intervallo di variabilità degli sostamenti al quadrato aumenta on n in
modo tale he il loro valor medio C2(n) rese in modo lineare on il numero d'ordine n.
Questo omportamento è evidenziato in gura 5.3 dove si riportano i valori di 〈(∆Xn)2〉m
in funzione di n, anhe per i primi rimbalzi (g. 5.3a).
Da tali risultati possiamo onludere he la diusione è normale: la varianza rese
linearmente on il numero d'ordine del rimbalzo
〈(∆Xn)2〉M ∝ n. (5.8)






Questa dipendenza lineare è stata veriata utilizzando il metodo dei minimi quadrati. Il
valore del oeiente di diusione è stato determinato valutando il oeiente angolare
della retta dei minimi quadrati he si ottiene dai valori indiati dalle roi rosse in gura
5.3b. La regressione lineare fornise i parametri statistii riportati in tabella 5.2:
Se ne dedue he la dipendenza lineare è molto forte (r = 0.9999916) e he il oeiente
di diusione vale D = 1.541± 0.001.
Per aratterizzare l'andamento delle ode delle distribuzioni di gura 5.2, è stato
analizzato il rapporto tra lo sostamento alla quarta medio C4 e il quadrato dello sarto



























Figura 5.3: Andamento di 〈(∆Xn)2〉 al variare del numero d'ordine del rimbalzo n per l'insieme di
24000 traiettorie isoenergetihe on ondizioni iniziali I0: a) per i primi 100 rimbalzi; b) per i primi
105. Simulazione numeria on gli stessi parametri della gura 5.2.
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Figura 5.4: Rapporto tra lo sostamento alla quarta medio C4 e il quadrato della varianza C
2
2
al variare del numero d'ordine del rimbalzo n per l'insieme di 24000 traiettorie isoenergetihe on
ondizioni iniziali I0. Simulazione numeria on gli stessi parametri della gura 5.2.
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Number of observations = 26
Mean of independent variable = 40830.77
Mean of dependent variable = 125976.2
Standard dev. of ind. variable = 33744.82
Standard dev. of dep. variable = 104005.5
Correlation oeient r = 0.9999916
Regression oeient (SLOPE) = 3.082093
Standard error of oeient = 0.002582575
t - value for oeient = 1193.419
Regression onstant (INTERCEPT) = 131.9502
Standard error of onstant = 135.7282
t - value for onstant = 0.9721647
Tabella 5.2: Regressione lineare per i punti indiati dalle roi rosse in gura 5.3b. Simulazione
numeria on gli stessi parametri della gura 5.2.
. In gura 5.4 si evidenzia he nei limiti degli errori statistii la urtosi è sostanzialmente
ostante e prossima al valore 3, o equivalentemente risulta he
C4 ≃ 3C22 . (5.11)
Ciò india he le ode delle distribuzioni hanno una forma molto simile a quelle di una
gaussiana, per la quale la urtosi è uguale a 3, e onferma l'ipotesi fatta in preedenza
he le distribuzioni delle Xn abbiano andamento gaussiano.
Questo tipo di analisi, andamento della varianza e della urtosi al variare del nu-
mero d'ordine del rimbalzo, è stata eseguita per dierenti valori dell'energia totale E˜0.
In tutti i asi si è risontrato un un omportamento analogo a quello desritto in pre-
edenza, ovvero distribuzioni gaussiane entrate nell'origine delle posizioni e diusione
normale. Fanno eezione quei valori dell'energia per i quali sono presenti le isole di
stabilità presentate nel paragrafo 3.4 e alle quali, sono assoiate traiettorie balistihe
per le quali X ∝ n e quindi 〈(∆X)2〉 ∝ n2. In gura 5.5a è mostrata la distibuzione
di probabilità delle posizioni d'impatto della sfera, per un insieme di orbite, dopo 1000
rimbalzi nel aso in ui esistano delle regioni di stabilità. Da questa gura si osserva
he, alla distribuzione di tipo gaussiano entrata sull'origine si aggiungono due pihi.
Sono osì presenti due omportamenti: quello diusivo, legato alle orbite on ondizioni





























Figura 5.5: a) Distribuzione di probabilità delle posizioni d'impatto per un'insieme di traiettorie on
energia totale E˜0 = 1.3, dopo n = 1000 rimbalzi. b) Andamento della varianza, al variare del numero
d'ordine del rimbalzo. La linea tratteggiata nera è urva della regressione quadratia. Parametri


















Figura 5.6: Rapporto tra C4 e C
2
2 (urtosi) al variare del numero d'ordine del rimbalzo n per l'insieme





tipo gaussiano entrata sull'origine degli assie quello balistio, dovuto alle traiettorie
he, avendo ondizioni iniziali all'interno delle isole di stabilità, danno origine a 2 pihi
simmetrii(
4
). Queste ultime resendo linearmente on il numero d'ordine del rimbalzo,
produono un inremento della varianza proporzionale ad n2 (si veda g.5.5b) he pre-
domina quello lineare in n dovuto alla diusione normale. La presenza delle traiettorie
balistihe omporta quindi lo sostamento del valore della urtosi dal valore previsto per
una distribuzione gaussiana, ome mostrato in gura 5.6.
Tuttavia, se si onsiderano le sole traiettorie on ondizioni iniziali esterne alle isole
di stabilità, si mette in evidenza il solo omportamento diusivo del sistema on distri-
buzione di probabilità gaussiana e diusione normale. Grazie a questa netta separazione
tra i due tipi di traiettorie, abbiamo potuto analizzare l'andamento del oeiente di
diusione in funzione del valore dell'energia totale E˜0. Tale analisi sarà arontata nel
paragrafo seguente.
5.1.4 Dipendenza di D dall'energia
Come antiipato, in questa sezione vogliamo evidenziare la relazione tra il oeiente
di diusione e l'energia totale del sistema. In gura 5.7 sono mostrati gli andamenti del
valor medio degli sarti al quadrato in funzione del numero d'ordine del rimbalzo per il
sistema ostituito da una sfera he rimbalza in modo elastio su di un piano on prolo
a dente di sega simmetrio, nel aso in ui venga variata l'energia totale degli insiemi di
traiettorie isoenergetihe. A dierenti olori orrispondono diversi valori di E˜0, tra 1 e
10. Per la simulazione numeria abbiamo ontinuato a onsiderare gli stessi parametri
geometrii utilizzati nora, ioè, tanα = 1
3
on L = 6, h = 1.
In gura 5.7, oltre alla resita lineare delle varianze on il numero del rimbalzo n,
nell'inserto sono mostrati i valori della urtosi, i quali si attestano intorno al valore 3
tipio delle distribuzioni gaussiane.
Questo tipo di analisi i ha permesso di valutare il oeiente di diusione per i
dierenti valori dell'energia totale. Per far iò abbiamo aumentato e inttito il range
di variabilità di E˜0, e abbiamo riportato in gura 5.8, il valore del oeiente angolare
(he orrisponde a 2D) delle rette dei minimi quadrati mostrate in gura 5.7 al variare
4
In questo aso si hanno traiettorie balistihe he ad ogni rimbalzo inrementano la posizione d'im-
patto di una unità (fr. al 3.4, risulta n2 = 1). Ciò spiega ome mai in gura 5.5a, la posiziona del
pio e il numero del rimbalzo oinidano. La sfera rimbalza da una ella all'altra andando sempre nella
stessa direzione (o sempre in avanti o sempre in dietro).
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Figura 5.7: Andamento del valor medio degli sarti quadratii in funzione del numero d'ordine del
rimbalzo n nel aso in ui tanα = 1
3
e l'energia totale E˜0 assume i valori interi da 1 a 10 (a dierenti
olori orrispondono diversi valori di E˜0). Nell'inserto  mostrato il valore della urtosi.
dell'energia totale(
5
). Dai risultati ottenuti si evidenziano due omportamenti dierenti
dovuti, anhe in questo aso, alla presenza o assenza di isole di stabilità del tipo esposto
nel 3.4.
Nel aso in ui queste ultime siano presenti le traiettorie balistihe sono state sartate
ed il valore del oeiente angolare è stato rappresentato da punti pieni di olore blu;
vieversa, per i valori dell'energia a ui orrisponde l'assenza di isole di stabilità, il
valore del oeiente di diusione 2D è stato rappresentato on roi blu. Questa
distinzione i permette di evidenziare ome, alla presenza delle isole, orrisponda un
aumento del valore di D, e questo inremento sia tanto più pronuniato, tanto maggiore
è la omplessità delle orbite quasi-periodihe e della separatrie tra l'isola di stabilità
e il resto dello spazio della fasi, dove il punto rappresentativo il moto può diondere
5
Se i valori dell'energia sono tali da permettere l'esistenza di isole di stabilità, il valore del oeiente
di diusione viene alolato esludendo le traiettorie balistihe ome spiegato in preedenza.
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liberamente.
Dalla gura 5.8 si vede ome i siano degli intervalli di variabilità dell'energia per
i quali esistono isole di stabilità (zone nelle quali il oeiente di diusione è rap-
presentato dai punti pieni di olore blu). All'interno di questi intervalli di energia, il
oeiente di diusione ha un omportamento partiolare aratterizzato tra l'altro da
pihi molto pronuniati. Nell'inserto di gura 5.8a è mostrato uno di questi intervalli di
energia. Come antiipato in preedenza, la omplessità della regione di stabilità e della
sua separatrie on la regione stoastia è responsabile dell'inremento del oeiente
di diusione. A tal proposito onsideriamo la gura 5.9, dove sono rappresentate le
veloità d'impatto della sfera per dierenti valori dell'energia (ompresi nell'intervallo
di variabilità dell'energia per il grao mostrato nell'inset di gura 5.8a) in prossimità
delle regioni di stabilità. Il valore dell'energia totale da sinistra a destra e dall'alto in
basso aumenta. Nel primo quadro non i sono isole di stabilità e quindi il orrispon-
dente oeiente di diusione è rappresentato da una roe blu. Nel quadro suessivo
è presente una regione di stabilità la ui separatrie ha un a forma molto omplessa.
Si osservi he sono presenti delle isole più piole le quali sono dovute a risonanze di
ordine superiore al primo. Per questa situazione il oeiente di diusione assume il
valore orrispondente al pio dell'inserto di gura 5.8a. Aumentando l'energia totale
e quindi onsiderando i quadri suessivi, la separazione tra regione di stabilità diviene
via via sempre più netta, on la onseguente diminuzione del valore del oeiente di
diusione. Nell'inserto di gura 5.8a i punti pieni di olore blu deresono no a tornare
sui valori normali. Un ultima onsiderazione riguardo la gura 5.9 è he nell'ultimo
quadro 'è la presenza di due piole isole di stabilità, e quindi l'inremento di energia
ha prodotto il raddoppio della periodiità del'orbita regolare. Questo aspetto per ora
esula dai nostri interessi, anhe se rappresenta un interessante fenomeno da investigare
in futuro.
Questo omportamento è omune agli altri intervalli di energia per i quali sono
presenti regioni di stabilità: più sono le isole assoiate a risonanze di ordini diversi,
maggiore è il valore del oeiente di diusione.
Più interessante è l'andamento del oeiente di diusione per energie per le quali
sono assenti le isole di stabilità. In gura 5.8a la linea rossa tratteggiata rappresenta la
urva he si riavata faendo la regressione non lineare dei punti indiati dalle roi blu
on una funzione quadratia. Si è messo osì in evidenza he il oeiente di diusione,
per i asi in ui siano assenti le isole di stabilità, rese quadratiamente on l'energia
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Figura 5.8: a) Andamento del oeiente di diusione in funzione dell'energia totale. Nell'inserto è
evidenziato l'andamento di 2D nel primo intervallo di variabilità dell'energia dove sono presenti isole di
stabilità. b) Andamento della radie del oeiente di diusione in funzione dell'energia totale. I valori
dell'energia e del oeiente di diusione sono espressi in unità adimensionate dividendo il primo per
gL ed il seondo per L2, dove L = 6 (ed h = 1). Le linee rosse tratteggiate sono riavate rispettivamente




E = 26 = 28 = 30
= 36= 34= 32
Figura 5.9: Spazio delle veloità d'impatto per dierenti valori dell'energia totale. La rappresentazione
è limitata alle zone nelle quali sono presenti isole di stabilità.
totale del sistema E˜0
D ∝ E˜20 , (5.12)
ovvero, ome evidenziato in gura 5.8b, la radie del oeiente di diusione rese
linearmente on l'energia E˜0.
Queste onlusioni sono state onfermate da altre simulazioni per valori diversi del-
l'angolo α, ovvero, della lunghezza di periodiità del piano L(6). La relazione tra
oeiente di diusione ed energia ontinua ad essere quadratia ome nella (5.12).
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Figura 5.10: Distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto al variare del numero d'ordine
del rimbalzo. Le urve nere sono le gaussiane he si riavano on i valori medi e le varianze delle
distribuzioni delle X in (si veda tabella 5.3). Simulazione on en = et = e = 0.7, A = 0.6, Ω = 10




In questa sezione aronteremo lo studio del moto della bouning ball nella direzione
trasversale nel aso in ui il sistema sia dissipativo. Considereremo ioè, il sistema
ostituito da una sfera he rimbalza in modo anelastio su di un piano on prolo a
dente di sega simmetrio, he è posto in osillazione vertiale per ompensare la perdita
di energia dovuta dalla dissipazione. Alune proprietà di tale sistema sono state disusse
nel Cap. 4.
5.2.1 Analisi delle distribuzioni di probabilità delle posizioni
Come in preedenza siamo interessati allo studio di un eventuale moto diusivo nella
direzione orizzontale (direzione x); a tale sopo, abbiamo eettuato delle simulazioni nu-
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merihe attraverso le quali analizzare le distribuzioni delle posizioni d'impatto, al variare
del numero d'ordine del rimbalzo, e onseguentemente, il loro eventuale allargamento
nel tempo.
Dopo opportune verihe, abbiamo assunto he il sistema sia ergodio, ioè he i sia
equivalenza tra medie di insieme e medie temporali, dopodihé, avendo selto l'insieme
delle ondizioni iniziali, ome spiegato in seguito, abbiamo fatte evolvere le orbite osì
originate. Sono stati selti i seguenti parametri di denizione del sistema: oeienti
di restituzione normale en = 0.7, oeiente di diusione tangente et = 0.7, lunghezza
di periodiità del prolo del piano L = 6, profondità della bua h = 1, ampiezza di
osillazione del piano A = 0.6 e frequenza angolare della legge di osillazione Ω = 10.
Inoltre, abbiamo selto M = 24000 orbite le ui ondizioni iniziali sono state denite
nel seguente modo; le sfere sono state fatte adere da una quota Y0 = q = ostante, on
veloità iniziale nulla; V0X = 0 e V0Y = 0, ma dierenti valori per posizione orizzontale
di partenza X0. I valori di X0 sono uniformemente suddivisi in modo tale da oprire
una ella intera e avere valor medio nullo, abbiamo ioè fatto la seguente imposizione:
X0 = i×∆X0 − 1
2












Denito in tale modo le ondizioni iniziali del nostro insieme di orbite sono state
analizzate le distribuzioni delle posizioni d'impatto X in per dierenti valori del numero
d'ordine del rimbalzo n. In gura 5.10 sono mostrate tali distribuzioni per quattro
dierenti valori di n (n = 1000, 5000, 10000, 25000). Come nel aso onservativo (fr
5.1.2), anhe per questo sistema, le distribuzioni sono entrate e simmetrihe rispetto
all'asse delle ordinate e sono approssimate in modo eellente da urve gaussiane. Queste
ultime, rappresentate in gura 5.10 dalle linee ontinue nere, sono state riavate in
modo da riprodurre valori medi e deviazioni standard forniti dagli insiemi IXn = {X in}
n Xn σn
1× 103 0.831 84.69
5× 103 1.358 187.3
1× 104 1.636 265.7
2.5× 104 −0.0454 420.15
Tabella 5.3: Valori medi e deviazioni standard per le distribuzioni di gura 5.10.
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Figura 5.11: Andamento di 〈(∆Xn)2〉M al variare del numero d'ordine del rimbalzo n, per l'insieme
di traiettorie le ui distribuzioni delle posizioni d'impatto sono mostrate nella gura 5.10. La linea
tratteggiata nera è la retta dei minimi quadrati. Nell'inset viene riportato il valore della urtosi.
e riportati in tabella 5.3. Anhe qui le distribuzioni P (X) si allargano on l'aumentare
del numero dei rimbalzi.
Se ne onlude he l'introduzione della dissipazione (anelastiità del rimbalzo) on
onseguente vibrazione del piano per ompensare la perdita di energia, non sono suf-
enti per produrre moti di deriva o ambiare la natura gaussiana della distribuzioni.
Ci rimane da veriare se l'allargamento delle distribuzioni sia dovuto anora ad una
diusione di tipo normale. A questo quesito risponderemo nel paragrafo seguente.
5.2.2 Diusione: aso dissipativo simmetrio
Per investigare l'inremento della varianza on il proesso di rimbalzo, in analogia on
il 5.1.3 onsideriamo l'andamento dei valori medi 〈(∆Xn)2〉M al variare di n. La gura
5.11 evidenzia l'inremento lineare di questi valori medi (roi rosse) on il numero
d'ordine del rimbalzo. Detto iò, dalla gura 5.11 si dedue he siamo anora in presenza
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Number of observations = 27
Mean of independent variable = 12055.56
Mean of dependent variable = 87303.02
Standard dev. of ind. variable = 7847.505
Standard dev. of dep. variable = 57859.28
Correlation oeient r = 0.9994264
Regression oeient (SLOPE) = 7.368723
Standard error of oeient = 0.04993929
t - value for oeient = 147.5536
Regression onstant (INTERCEPT) = −1531.022
Standard error of onstant = 714.3918
t - value for onstant = −2.143113
Tabella 5.4: Regressione lineare per i punti indiati dalle roi rosse in gura 5.11. Simulazione
numeria on gli stessi parametri della gura 5.10.
di diusione normale, valendo una relazione del tipo (5.9). Mediante regressione lineare
si ottengono per le rilevanti quantità statistihe i valori riportati in tabella 5.4.
Se ne dedue una forte dipendenza lineare (r = 0.9994264) e per questo aso parti-
olare il oeiente di diusione vale D = 3.68± 0.02.
Nell'inserto di gura 5.11 è mostrata la dipendenza della urtosi da n; tale quantità
si attesta attorno al valore 3 previsto per una gaussiana, anhe se, rispetto al aso
onservativo l'aordo è leggermente meno soddisfaente. In questa analisi del moto
diusivo non sono stati rappresentati (a dierenza delle gure 5.3a e 5.4a) gli andamenti
a basso n della quantità d'interesse, perhè, ome per il sistema onservativo, il transiente
iniziale è molto breve.
Da questi risultati possiamo osì onludere he, il sistema ontinua a diondere nor-
malmente e he le gaussiane sono delle ottime funzioni per rappresentare le distribuzioni
delle posizioni d'impatto per la sfera he rimbalza in modo anelastio su di un piano on
prolo simmetrio ed in osillazione vertiale. Inne, osserviamo he tali aratteristihe
ontinuano a valere anhe variando le leggi di denizione del sistema.
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5.2.3 Dipendenza di D dai parametri dinamii
In questo paragrafo, dopo aver visto he per il sistema dissipativo simmetrio il moto
nella direzione trasversale è diusivo on diusione normale, studieremo la dipendenza
della diusione dai parametri he denisono il sistema, ovvero, dai parametri energetii
e dai parametri geometrii he denisono il piano. Tra i parametri energetii vanno
onsiderati i oeienti di restituzione (normale e tangente) he regolano la quantità di
energia persa per iasun rimbalzo; inoltre, vanno onsiderati tra i parametri energetii
anhe quelli he denisono la legge di osillazione del piano (ampiezza A e veloità
angolare Ω) e l'aelerazione di gravità g, dovuta alla forza di rihiamo he vinola
la sfera a rimbalzare sul piano. Queste grandezze denisono l'aelerazione ridotta
Γ = AΩ2/πg, vedi 4.1, la quale onfronta la massima aelerazione raggiunta dal piano
on l'aelarazione di gravità (moltipliata per π) [51℄ [92℄. I parametri geometrii he
denisono il prolo del piano sono le due lunghezze L (lunghezza della ella) ed h
(profondità della ella), anhe queste, a ausa della simmetria del piano (m = 0.5)





Per sempliare l'analisi del sistema i riduiamo, ome in preedenza, al aso in ui
i oeienti di restituzione oinidano (e = en = et); osì, variando e, ontrolleremo la
dissipazione del sistema; variando l'ampiezza di osillazione A, per veloità angolare Ω e
aelerazione di gravità g ssi, ontrolleremo l'aelerazione ridotta Γ e quindi l'energia
fornita al sistema, ed inne, variando la lunghezza della ella L, a profondità h ostante,
varieremo l'angolo α e quindi la forma del prolo del piano.
La prima dipendenza he vogliamo analizzare è quella dall'energia fornita al sistema,
ovvero, la dipendenza del oeiente di diusione dalla aelerazione ridotta Γ (si veda
gura 5.12). Per far iò abbiamo eseguito delle simulzioni numerihe, analoghe a quelle
eseguite nei paragra preedenti, nelle quali è stata variata l'ampiezza di osillazione
del piano A on g = 9.80665 e Ω = 10. Per gli altri parametri sono stati ssati i valori
e = 0.7 e tanα = 1
3
(L = 6 e h = 1).
Dai risultati numerii appare he il sistema diviene diusivo solo quando l'ampiezza
di osillazione A supera un valore di soglia ompreso tra i valori numerii 0.1 e 0.2. In-
fatti, nella simulazione on A = 0.1 si osserva he le posizioni d'impatto sono onnate
all'interno della ella iniziale e di quelle adiaenti (quella immediatamente suessiva e
quella immediatamente preedente la ella nella quale sono state fatte adere inizial-
mente la sfere). Questo si tradue nel fatto he il oeiente di diusione, al variare
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Figura 5.12: Dipendenza del oeiente di diusione D dall'ampiezza di osillazione del piano A.
Nell'inserto è rappresentata la dipendenza diretta D vs. A. Le urve rosse tratteggiate sono riavate
da regressioni. Parametri della simulazione numeria: e = 0.7, Ω = 10 e tanα = 1
3
.
di n, inizialmente rese (transiente iniziale) no ad assumere un valore ostante ed
indipendente dal numero del rimbalzo.
Aumentando l'ampiezza di osillazione, e quindi l'energia immessa nel sistema, il
moto nella direzione trasversale ominia a diondere normalmente, si ottengono ioè,
distribuzioni gaussiane delle posizioni d'impatto (fr. la g. 5.10) e resita lineare della
varianza on il numero d'ordine del rimbalzo n (fr. la g. 5.11).
Al variare dell'ampiezza A, nell'inserto di gura 5.12, sono riportati i valori dei
oeienti di diusione D alolati on il metodo dei minimi quadrati. Questi valori
resono in modo molto rapido all'aumentare di A on legge D ∝ A4. Questo ultimo
andamento è stato rappresentato in gura 5.12, dove, al variare dell'ampiezza A, i valori
di D1/4 indiati dalle roi blu sono stati approssimati dalla retta dei minimi quadrati
indiata dalla linea tratteggiata rossa. Dalla regressone lineare risulta he la pendenza
della retta dei minimi quadrati vale 2.37±0.05, l'interetta −0.09±0.03 e il oeiente
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di orrelazione lineare r = 0.99867. Possiamo periò dire on buona approssimazione
he
D ∝ Γ4. (5.14)
Dopo aver analizzato la relazione he lega D ad A, vogliamo ora vedere quale sia
l'inuenza he eserita il oeiente di restituzione e, sul valore assunto dal oeiente di
diusione D. Per determinare questo tipo di relazione, proediamo in maniera analoga a
quanto fatto sinora, eettuiamo ioè delle simulazioni numerihe nelle quali manteniamo
ssi i valori geometrii di denizione della forma del piano (L = 6 e h = 1, ioè tanα = 1
3
)
e i parametri he regolano l'energia fornita al sistema, ovvero, l'aelerazione ridotta
Γ (A = 0.6, Ω = 10) e variamo il valore dei oeienti di restituzione normale e
tangente he assumiamo essere uguali, e = en = et. Per iasuna simulazione on
dierente valore di e, onsideriamo un insieme di sfere he adono tutte dalla stessa
altezza on veloità iniziale nulla; le orbite orrispondenti, al variare del numero d'ordine
del rimbalzo, ostituiranno degli insiemi di punti. In partiolare, dagli insiemi ostituiti
dalle posizioni d'impatto, riaviamo delle distribuzioni per le quali possiamo alolare
il valor medio e la variazione della larghezza all'aumentare del numero del rimbalzo.
Questo i ha permesso di stabilire he il valor medio è nullo e he il moto è diusivo on
diusione normale, indipendentemente dal valore numerio assegnato al oeiente di
restituzione e.
Il alolo del oeiente di diusione D per i dierenti valori di e ha prodotto, nel-
l'inserto di gura 5.13a, i punti rappresentati dalle roi blu. I valori del oeiente
di restituzione sono stati presi maggiori di 0.5, per evitare he il sistema dissipi trop-
pa energia on onseguente onnamento del moto in una porzione di spazio limitato
e quindi assenza di diusione normale. La variazione del oeiente di diusione in
funzione del oeiente di restituzione segue un andamento esponenziale (linea tratteg-
giata rossa), onfermato dal grao di gura 5.13a, dove abbiamo riportato il logaritmo
naturale di D in funzione di e. Questo tipo di relazione tra lnD ed e non è valido per
valori dei oeienti di restituzione prossimi al aso elastio (e = 1), infatti, nella gura
5.13a si evidenzia he gli ultimi due valori, quelli più a destra ed indiati dai punti pieni
di olore blu, si disostano dalla retta rossa tratteggiata. Ciò suggerise he quando il
sistema tende a non dissipare più energia, il oeiente di diusione del proesso rese
in maniera volto elevata.
Mediante la regressione lineare(
7
), si riava he la pendenza della retta dei minimi
7


























Figura 5.13: a) Dipendenze del logaritmo naturale del oeiente di diusione lnD dal oeiente
di restituzione e. Nell'inset dipendenza diretta D vs. e. Parametri simulazione numeria: A = 0.6,
Ω = 10 e tanα = 1
3
. b) Dipendenza del oeiente di diusione da L.
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quadrati vale 15.0 ± 0.3, l'interetta −9.3 ± 0.2 e il oeiente di orrelazione lineare
r = 0.9987906. Risulta osì he possiamo adottare una relazione del tipo
lnD ∝ e. (5.15)
per sistemi non troppo viini al aso elastio .
L'ultima dipendenza he vogliamo analizzare è quella dai parametri geometrii di
denizione del piano, ovvero dalla lunghezza della ella L. Proedendo in maniera
del tutto analoga a quanto fatto in preedenza, abbiamo eettuato delle simulazioni
numerihe nelle quali è stato posto e = 0.7, A = 0.6, Ω = 10 ed h = 1 ed abbiamo
variato L. I valori riavati per il oeiente di diusione in funzione della lunghezza
della ella sono mostrati in gura 5.13b. L'andamento di questa dipendenza risulta
essere tuttaltro he semplie. Quello he si osserva è he inizialmente 'è una resita di
D molto pronuniata on l'aumento delle lunghezza L, anhe se on delle irregolarità.
Dopodihé, il valore di D raggiunge un massimo per poi deresere in maniera asintotia





Diusione su piano on prolo
asimmetrio
In questo ultimo apitolo studieremo l'eetto della asimmetria del piano sul moto dif-
fusivo; i hiederemo, ioè, se l'introduzione dell'asimmetria spaziale provohi moti di
deriva per il sistema. Come fatto nel apitolo preedente saremo interessati allo studio
del moto nella direzione trasversale nel aso in ui il sistema abbia una asimmetria strut-
turale. Prima onsideremo il sistema onservativo, ovvero, quando la sfera rimbalza in
modo elastio sul piano in quiete; in seguito, indagheremo il sistema dissipativo, quando
ioè, l'impatto tra sfera e piano è anelastio on quest'ultimo mantenuto in osillazione
vertiale periodia.
6.1 Sistema onservativo
Ora analizzeremo i dati riavati dalle simulazioni numerihe nelle quali prenderemo in
onsiderazione il moto del sistema ostituito da un gas di sfere(
1
) he rimbalzano
in modo elastio su di un piano in quiete, il ui prolo ha la forma a dente di sega
asimmetrio per il quale risulta m 6= 0.5 (si veda gura 2.2). Anhe in questo aso,




Per gas si intende un insieme di sfere he, rimbalzando singolarmente sul piano evolvono nel tempo
iasuna in maniera indipendente dalle altre.
2
La proprietà di ergodiità i permette di equiparare le medie temporali on quelle statistihe. Per
onvenienza pratia abbiamo preferito le ultime, ioè le medie d'ensamble, a quelle temporali.
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6.1.1 Analisi delle distribuzioni di probabilità delle posizioni
Per riavare le distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto della sfera, simil-
mente a quanto fatto nel apitolo preedente, abbiamo onsiderato un insieme numeroso
di orbite apparteneti allo stesso insieme miroanonio, ovvero, on ondizioni iniziali
uniformemente distribuite nei dominiA e B, rispettivamente deniti dalle (3.53) e (3.54)








sulla rampa destra della ella c−1 (X0 ∈]− 1+m, 0[). Proedendo ome
nel paragrafo 5.1.2 abbiamo seguito per un numero denito di rimbalzi n l'evoluzione
di queste orbite soermandoi sulle distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto




Tabella 6.1: Valori medi e deviazioni standard per le distribuzioni di gura 6.1.
Queste distribuzioni di probabilità sono riportate in gura 6.1 per n = 104 e n =
105, nel aso in ui i parametri della simulazione numeria valgano E˜0 = 1, L = 6,
h = 1 ed m = 1/3 (orrispondenti a tanα = 1/2 e tan β = 1/4). Dalla gura si
vede he le distribuzioni di probabilità (istogrammi) sono entrate nell'origine e sono
simmetrihe rispetto a questa; inoltre si evidenzia he sono approssimate in modo molto
soddisfaente da funzioni gaussiane, rappresentate in gura dalle linee ontinue nere.
Distribuzioni di questo tipo si ottengono anhe per valori del numero del rimbalzo più
grandi rispetto a quelli indiati in gura 6.1 (
3
), la sola dierenza è he, tali distribuzioni
pur rimanendo entrate nell'origine si allargano all'aumentare di n ome già osservato
per piani di rimbalzo simmetrii (m = 1/2). Possiamo periò aermare he la sola
asimmetria spaziale del piano nel aso in ui il sistema sia onservativo, non è in grado
di instaurare moti di deriva per la bouning ball e he, inoltre, il moto ontinua ad
essere di tipo diusivo. L'analisi del proesso di diusione verrà arontata nel paragrafo
3
In gura sono riportati solamente due distribuzioni per rendere più visibile il fatto he, anhe
on il prolo del piano asimmetrio, si ontinuano ad avere distribuzioni entrate nell'origine e ben
approssimate da gaussiane. Queste ultime hanno il valor medio e la deviazione standard alolati dalle
le distribuzioni e riportati nella tabella 6.1.
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seguente; prima, però, quantihiamo il ruolo dell'asimmetria sulle aratteristihe delle
distribuzioni delle posizioni della sfera al momento del rimbalzo sul piano.
In gura 6.2 sono mostrate diverse distribuzioni di probabilità delle posizioni d'im-
patto dopo n = 105 rimbalzi, per sistemi onservativi on dierenti valori del parametro
di asimmetria m = Lm/L. In queste aso, per alleggerire le simulazioni, abbiamo
onsiderato insiemi di traiettorie ridotti (M = 6000): i limiteremo a stabilire se anhe
per questi altri asi, le distribuzioni P (X) possono essere approssimate da gaussiane
entrate nell'origine. Nelle simulazioni abbiamo onsiderato gli stessi valori per i para-
metri utilizzati in gura 6.1, e ioè E˜0 = 1, L = 6, h = 1, on la sola dierenza he
sono stati adottati 5 dierenti valori per m = j/12, dove j = 1, . . . , 5. Le distribuzioni
ottenute (gure 6.2a-e) sono state onfrontate on quella riavata per il aso simmetrio
on m = 6/12 = 1/2 (gura 6.2f).
Quello he si osserva è he, indipendentemente da m, tutte le distribuzioni sono
entrate nell'origine e sono simmetrihe rispetto all'asse delle ordinate; inoltre sono
anora ben riprodotte da urve gaussiane (linee ontinue nere in gura 6.2) ontinuano
ad essere delle ottime funzioni da utilizzare per approssimare le distribuzioni. Il aso
in ui l'asimmetria è maggiore, è quello per il quale la larghezza della distribuzione è
minore; al diminuire dell'asimmetria del prolo del piano, quando ioè il valore di m
tende ad 1/2, la larghezza delle distribuzioni aumenta no a divenire massima per il
aso in ui il prolo del piano è a dente di sega simmetrio: m = 1/2 (gura 6.2f).
Se onsideriamo il prolo del piano ed in partiolare una singola ella (fr. 2.2 e
gura 2.2), questa sarà omposta da due rampe di diversa lunghezza. Così, se ad esempio
m < 1/2, avremo he la rampa di sinistra, per la quale X < m, è più orta rispetto
a quella di destra per la quale risulta X > m. Dall'osservazione delle distribuzioni dei
salti della sfera tra rimbalzi suessivi e ioè, dei valori Xn+1 − Xn, si dedue he le
sfera rimbalza on più frequenza sulla rampa più lunga; tuttavia, gli eetti dovuti agli
impatti sull'altra rampa, anhe se meno frequenti, sono più vistosi, nel senso he, in
media produono salti più lunghi. Questi due dierenti omportamenti si bilaniano
in modo tale he, ome risultato globale, si ha una distribuzione dei possibili salti in
avanti e indietro entrata nell'origine e simmetria rispetto a questa. In onlusione,
non esiste un verso previlegiato per il moto della bouning ball. Periò, possiamo fare
la seguente onsiderazione da un punto di vista qualitativo: sebbene la sfera rimbalzi in
modo elastio su di un piano on prolo asimmetrio, l'introduzione della sola asimmetria
spaziale, mantenendo il arattere onservativo del sistema, produe degli eetti sul moto
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Figura 6.1: Distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto al variare del numero del rimbalzo
n per un insieme di 24000 traiettorie isoenergetihe (vedi testo). Le urve nere sono le gaussiane he
si riavano on i valori medi e le varianze delle distribuzioni delle posizioni d'impatto X in ripotati in






























Figura 6.2: Distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto per dierenti valori del parametro
di asimmetria m = j/12, on j = 1, . . . , 5 (a-e) onfrontate on quella riavata per il aso simmetrio
on m = 6/12 = 1/2 (f). Le urve nere sono le gaussiane orrispondenti ai valori medi e le varianze
delle distribuzioni delle posizioni d'impatto X . Simulazione per E˜0 = 1, L = 6 e h = 1.
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Figura 6.3: Andamento del valor medio degli sarti al quadrato 〈(∆X)2〉M al variare del numero
d'ordine del rimbalzo n per l'insieme delle M = 24000 orbite di gura 6.1. Nell'inserto è riportato il
valore della urtosi in funzione di n. Parametri della simulazione numeria uguali a quelli di gura 6.1.
della sfera, ma questi si ompensano a vienda senza rettiare il moto globale he rimane
simmetrio; la bouning ball ha in media la stessa probabilità di muoversi sia in avanti
sia indietro.
6.1.2 Diusione: aso onservativo asimmetrio
Vogliamo ora indagare quale sia il tipo di diusione he si veria per questo sistema,
ed in partiolare, se si ontinua ad avere diusione normale ome nel aso del piano
simmetrio (fr. 5.1.2). Ripetendo il proedemento utilizzato più volte in preedenza,
analizziamo il dominio di variabiltà degli sarti al quadrato e l'andamento del loro valor
medio(
4
) al resere del numero d'ordine del rimbalzo. Questo andamento, ome mostra
la gura 6.3, è di tipo lineare, ovvero, il sistema presenta una diusione di tipo normale
4
Per le quantità statistihe si sono adottate le denizioni (5.4)(5.7).
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ioè il rapporto tra la deviazione al quadrato media e il numero d'ordine del rimbalzo
n tende ad una quantità ostante. La quantità ostante D rappresenta il oeiente
di diusione. Attraverso il metodo dei minimi quadrati riaviamo la retta he meglio
approssima la dipendenza lineare; dalla regressione lineare risaliamo alla pendenza di
questa retta e onseguentemente, risaliamo anhe alla ostante di proporzionalità tra il
valor medio degli sarti quadratii e il numero del rimbalzo.
Number of observations = 26
Mean of independent variable = 40830.77
Mean of dependent variable = 69075.03
Standard dev. of ind. variable = 33744.82
Standard dev. of dep. variable = 57010.49
Correlation oeient = 0.9999854
Regression oeient (SLOPE) = 1.689434
Standard error of oeient = 0.001863468
t - value for oeient = 906.6079
Regression onstant (INTERCEPT) = 94.11935
Standard error of onstant = 97.93524
t - value for onstant = 0.9610366
Tabella 6.2: Regressione lineare per i punti indiati dalle roi rosse in gura 6.3. Simulazione
numeria on gli stessi parametri della gura 6.1.
Le quantità statistihe riavate dalla regressione lineare sono riportate nella tabella
6.2 dalla quale si alola il seguente valore per il oeiente di diusione D = 0.845±
0.001. Sempre dalla tabella 6.2 la dipendenza lineare è onfermata dal valore prossimo
all'unità del oeiente di orrelazione he infatti vale r = 0.9999854.
Nell'inserto di gura 6.3 è mostrato il rapporto tra lo sarto alla quarta medio C4 e
il quadrato dello sarto al quadrato medio C22 per dierenti valori del numero n. Que-
sto rapporto (urtosi), he si attesta attorno a valori prossimi a 3, onferma la natura
gaussiana delle distribuzioni delle posizioni d'impatto, due delle quali sono riportate in
gura 6.1. Riordiamo he per una gaussiana il valore della urtosi è pari a 3. Questi
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risultati sono onfermati da altre simulazioni nelle quali vengono variati sia i parame-
tri geometrii di denizione del prolo del piano (lunghezza, profondità ed asimmetria)
sia i parametri dinamii (energia totale e aelerazione di gravità) e i permettono di
onludere he, per il sistema onservativo ostituito da una sfera he rimbalza in modo
elastio su di un piano on prolo a dente di sega asimmetrio, non si hanno moti di
deriva. Ciò si aorda on quanto mostrato da Feynman [41℄, e ioè, he la sola anisotro-
pia strutturale non è suiente per produrre moti unidirezionali in sistemi all'equilibrio.
Inoltre, le distribuzioni di probabilità delle posizioni della sfera sono approssimate da
gaussiane entrate ovviamente nell'origine he, all'aumentare del numero d'ordine del
rimbalzo, si allargano in modo tale he la loro varianza rese linearmente on n, ovvero,
si ha un moto diusivo on diusione normale.
6.2 Sistema dissipativo
In questa ultima sezione vogliamo vedere se l'azione ombinata dell'asimmetria spaziale
del prolo del piano on la dissipazione del sistema, possa indurre moti di deriva, e
quindi favorire lo spostamento della bouning ball in un verso invee he in un altro.
Consideremo periò il sistema dissipativo ostituito da una sfera puntiforme he rimbalza
in modo anelastio su di un piano, il ui prolo ha la forma a dente di sega asimmetrio,
ome rappresentato shematiamente in gura 4.3 del apitolo 4.
6.2.1 Analisi delle distribuzioni di probabilità delle posizioni
Per mettere in evidenza eventuali moti di deriva del moto della bouning ball nel aso
di sitema dissipativo on asimmetria spaziale, abbiamo eseguito alune simulazioni e
abbiamo graato le posizioni della sfera al momento dell'impatto sul piano per numeri
d'ordine del rimbalzo resenti. Nei asi preedenti (sistema onservativo on prolo
del piano sia simmetrio sia asimmetrio o sistema dissipativo on prolo del piano
simmetrio) abbiamo visto he una generia orbita esplora le posizioni d'impatto in
un intervallo di variabilità he reseva nel tempo, ma rimane sempre entrato nell'o-
rigine. Dall'osservazione di iasuna traiettoria si era messo in evidenza ome queste
alternassero intervalli temporali nei quali assumevano valori positivi della posizione, on
altri nei quali assumevano valori negativi e ome, all'aumentare del numero d'ordine del
rimbalzo, questi intervalli divenissero sempre più lunghi osihé, il numero di rimbalzi
neessari ahé la sfera (ri)-passasse per l'origine, in media resesse all'aumentare della
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Figura 6.4: Posizioni d'impatto (punti neri) per un insieme di orbite per il sistema ostituito da
una sfera he rimbalza in modo anelastio su di un piano on prolo a dente di sega asimmetrio e in
osillazione vertiale. Croi rosse: valori medi degli intervalli di variabilità delle posizioni d'impatto.
Linea tratteggiata nera: retta dei minimi quadrati per i valori medi Xn. Simulazione numeria on:
e = en = et = 0.7, L = 6, h = 1, A = 0.6, Ω = 10 e parametro di asimmetria m = 0.4.
lunghezza della simulazione. Tale omportamento è quello previsto per un random walk
unidimensionale simmetrio [39℄ nel quale si ha la stessa probabilità di andare in avanti
e indietro.
Tornando al aso presente, in gura 6.4 sono mostrate le posizioni d'impatto per al-
une traiettorie rappresentate dalle linee olorate, dalle quali si mette subito in evidenza
la presenza di un moto di deriva: quindi, per questo tipo di sistema, dove l'asimmetria
spaziale è ombinata on la dissipazione, vengono favoriti gli spostamenti della sfera in
una direzione piuttosto he nell'altra. Nel aso speio di gura 6.4, dove il parametro
di asimmetria vale m = 0.4, vengono favoriti gli spostamenti negativi.
Sulla base di questa osservazione, abbiamo onsiderato ome al solito, il omporta-
mento di un insieme di M = 24000 orbite attrarverso le quali ampionare lo stato del
sistema per dierenti valori del numero d'ordine del rimbalzo n. Le ondizioni iniziali di
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Number of observations = 26
Mean of independent variable = 12519.23
Mean of dependent variable = −1371.69
Standard dev. of ind. variable = 7616.404
Standard dev. of dep. variable = 833.5371
Correlation oeient = −0.9999998
Regression oeient (SLOPE) = −0.1094397
Standard error of oeient = 1.56186e− 05
t - value for oeient = −7007.011
Regression onstant (INTERCEPT) = −1.589139
Standard error of onstant = 0.2276834
t - value for onstant = −6.9796
Tabella 6.3: Regressione lineare per i punti indiati dalle roi rosse in gura 6.4. Simulazione
numeria on gli stessi parametri della gura 6.4.
tali orbite sono state denite ome nel 5.2.1 attraverso la (5.13), ed anhe i parametri
della simulazione numeria sono gli stessi (e = en = et = 0.7, L = 6, h = 1, A = 0.6
e Ω = 10), on la sola eezione del parametro di asimmetria m he non vale più 0.5
bensì 0.4. In gura 6.4 i punti neri rappresentano le posizioni d'impatto X in della sfera
per le dierenti orbite (i = 1, . . . ,M) al variare del numero d'ordine n. Tali punti sono
ompresi in intervalli he non sono entrati nell'origine, e he, all'aumentare di n si
allargano e si spostano verso valori sempre più negativi.
Lo spostamento verso valori sempre più negativi sembra seguire un andamento re-
golare, tale andamento risulta essere lineare on l'aumentare del numero n, ome hia-
ramente evidenziano i valori entrali degli intervalli di variabilità, he in gura 6.4 sono
rappresentati dalle roi rosse. Tali punti, he ovviamente rappresentano i valori medi
degli insiemi IXn = {X in}, dove i = 1, . . . ,M (si veda la relazione (5.2)), si dispongono
lungo una linea retta he, approssimata on quella riavata on il metodo dei minimi
quadrati, i permette di alolare il valore della veloità di spostamento (drift) Vd de-
nita ome la ostante di proporzionalità tra i valori medi Xn e il numero del rimbalzo
n.
La regressione lineare i fornise per le quantità statistihe i valori riportati in tabella
6.2 dai quali si riava la veloità di drift Vd = −0.10944± 0.00002 (elle per numero di
rimbalzo) e si evidenzia un ottimo andamento lineare r = −0.9999998.
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Figura 6.5: Distribuzioni di probabilità delle posizioni d'impatto al variare del numero d'ordine del
rimbalzo. Le urve nere sono le gaussiane he si riavano on i valori medi e le varianze delle distribuzioni
delle X in. Simulazione on gli stessi parametri utilizzati in gura 6.4.
Ora vogliamo vedere se le distribuzioni di probabilità della posizioni d'impatto onti-
nuano ad essere di tipo gaussiano. La risposta a questa domanda è data dalla gura 6.5
dove le distribuzioni delle X in (istogrammi di olore rosso) per aluni valori del numero
del rimbalzo n, sono onfrontate on delle gaussiane (linee ontinue nere) entrate in
Xn = 〈X in〉M e on deviazione standard σn =
√
〈(X −Xn)2〉M . Dalla gura si dedue
he tali gaussiane approssimano in modo più he soddisfaente le distribuzioni; inoltre,
ome antiipato in preedenza, si osserva he la loro larghezza aumenta all'aumentare
di n. Questo ultimo aspetto sarà disusso nel prossimo paragrafo.
6.2.2 Diusione: aso dissipativo asimmetrio
Per studiare il tipo di inremento he si veria per la deviazione standard, abbiamo
analizzato i domini di variabilità degli sostamenti al quadrato (∆Xn)
2
delle distribuzioni
degli insiemi delle X in, ed in partiolare l'andamento del loro valor medio (varianza) C2
al variare del numero d'ordine del rimbalzo n, dove sono state adottate le denizioni
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Figura 6.6: Valore quadratio medio degli sarti 〈(∆X)2〉M al variare del numero d'ordine del rimbalzo
n. Nell'inserto è riportato il valore della urtosi in funzione di n, ondizioni iniziali e parametri della
simulazione numeria ome in gura 6.5.
(5.7), he risriviamo di seguito per omodità
(∆Xn)







Si osserva he il range di variabilità degli sarti quadratii aumenta on n; inoltre, ome
mostrato in gura 6.6, il loro valor medio C2(n) rese linearmente on il n.
Da tali risultati possiamo aermare he il sistema è soggetto a diusione normale:
la varianza delle X in rese linearmente on n
〈(∆Xn)2〉M ∝ n, (6.3)






Questa dipendenza lineare è stata quantiata utilizzando il metodo dei minimi qua-
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Number of observations = 27
Mean of independent variable = 12055.56
Mean of dependent variable = 82571.79
Standard dev. of ind. variable = 7847.505
Standard dev. of dep. variable = 53869.92
Correlation oeient = 0.9999637
Regression oeient (SLOPE) = 6.864343
Standard error of oeient = 0.01169922
t - value for oeient = 586.7351
Regression onstant (INTERCEPT) = −181.6736
Standard error of onstant = 167.3597
t - value for onstant = −1.085528
Tabella 6.4: Regressione lineare per i punti indiati dalle roi rosse in gura 6.4. Simulazione
numeria on gli stessi parametri della gura 6.6.
drati, attraverso il quale si riava la migliore stima del oeiente di diusione. Ciò è
stato fatto valutando il oeiente angolare della retta dei minimi quadrati he si ottie-
ne dai valori indiati dalle roi rosse in gura 5.3b. Eseguendo la regressione lineare si
riavano per le quantità statistihe i valori riportati in tabella 6.4, dalla quale si alola
D = 3.432± 0.006.
Simulazioni eettuate variando i parametri di denizione del sistema, onfermano
he per il moto nella direzione trasversale della bouning ball anelastia on prolo del
piano asimmetrio, si veriano moti di deriva. In ogni aso, il moto ontinua a esibire




In questo lavoro di tesi abbiamo studiato la dinamia di una sfera puntiforme he rim-
balza su un piano on prolo periodio. Abbiamo onsiderato due varianti: il aso
onservativo, nel quale il rimbalzo tra sfera e piano è elastio, per ui il piano è in quie-
te; il aso dissipativo, dove il piano è posto in osillazione vertiale per ompensare la
perdita di energia dovuta all'anelastiità del rimbalzo sfera-piano. Inoltre, in iasuno
di questi sistemi, è stato valutato il ruolo eseritato dall'asimmetria della superie di
rimbalzo.
Lo sopo di questo lavoro va oltre quello, di per sé ambizioso, di una ompleta analisi
teorioomputazionale della bouning ball (argomento on il quale si sono imentati
diversi autori); il nostro obbiettivo nale è quello di spiegare le proprietà dinamihe
fondamentali dei sistemi ostituiti da insiemi di grani sottoposti a vibrazioni vertiali.
Partiolare interesse è stato rivolto alla omprensione di quali meanismi, dovuti alla
dinamia del singolo grano, siano responsabili dei fenomeni di trasporto nella materia
granulare. Per tale ragione i siamo interessati al moto della bouning ball nella direzione
trasversale. Dai risultati delle simulazioni abbiamo riavato he il sistema, nelle varie
ongurazioni onsiderate, esibise un arattre diusivo on diusione normale; inoltre,
abbiamo visto ome si instaurino moti di deriva solo nel aso in ui all'anisotropia
ollisionale si aompagni la dissipazione del sistema. Tale fenomeno oinide on alune
osservazioni preliminari già riportate in letteratura sui sistemi granulari in regime uido
(bassa densità e soggetti a vibrazioni esterne intense) e antiipate da Feynman aluni
deenni fa.
Un'ulteriore risultato è stato quello di evidenziare ome anhe un sistema puramen-
te deterministio bidimensionale ome il nostro esibisa omportamenti diusivi lungo
la direzione orizzontale. Ciò arrihise il dibattito, tuttora piuttosto vivae, relativo
all'interpretazione dei moti diusivi. Su questa linea abbiamo provato a ridurre ulterior-
mente la dimensionalità del problema, onsiderando il sistema unidimensionale ostitui-
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to da una partiella in un potenziale periodio perturbato da rumore opportunamente
modellato. Questo ostituise l'argomento di un lavoro di prossima pubbliazione.
Gli sviluppi futuri di questo approio, he onsisterà anora nello studio nume-
rio sistematio della dipendenza della diusione della bouning ball dai parametri
esterni (aompagnato dalla riduzione del sistema bidimensionale ad un random walk
unidimensionale), avranno ome obbiettivo:
1. L'estensione a molti grani (gas granulari) in presenza di vari tipi di interazioni per
l'analisi dei moti onvettivi, della segregazione e miselazione di speie on diversi
oeienti diusione;
2. Il trasporto di nanopartielle in anali biologii (anali ionii, membrane) e in
anali artiiali (nanopori, zeoliti, dispositivi superonduttori a vortii magnetii).
Infatti, anhe in tali sistemi le partielle, delle quali si vuole ontrollare il usso,
ribalzano su substrati o ontro pareti modulate spazialmente.
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Appendie A
Mappe per sistema onservativo
A.1 Mappe in oordinate artesiane
A.1.1 Punto iniziale nel prolo sinistro
Caloliamo la mappa dinamia T (3.31) per tutte le possibili eventualità, ovvero, la
posizione iniziale X0 e quella nale X1 possono appartenere allo stesso tipo di prolo
oppure no. Vediamo nel dettaglio i possibili risultati.
Consideriamo inizialmente il aso in ui la posizione di partenza della sfera sia sul
prolo sinistro della ella iniziale (n = 0) del piano e assumiamo he posizione nale
appartenga anh'essa al prolo sinistro della n-esima ella.
X0 ∈]0, m[, X1 ∈]n, n +m[, X1 ∈]0, m[; (A.1)
posto
A(V0X , V0Y ) =
√
(V0Y + V0X tanα)
2 − 2n tanα , (A.2)
risulta:
X1 = X0 + V0X(V0Y + V0X tanα) + V0XA(V0X , V0Y ) (A.3)
V1X = V0X + A(V0X , V0Y ) sin 2α (A.4)
V1Y = −V0X tanα + A(V0X , V0Y ) cos 2α (A.5)
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= V0Y +A(V0X , V0Y)+ V0X tanα
(
2 +









V0Y + V0X tanα








= 1 + 2 sin2 α
V0Y + V0X tanα





V0Y + V0X tanα









1− cos 2αV0Y + V0X tanα






V0Y + V0X tanα
A(V0X , V0Y )
. (A.14)
Consideriamo il aso in ui la posizione di partenza sia anora sul prolo sinistro
della ella iniziale (n = 0), ma ora, assumiamo he posizione nale appartenga al prolo
destro della n-esima ella.
X0 ∈]0, m[, X1 ∈]n +m, n + 1[, X1 ∈]m, 1[; (A.15)
posto
B(X0, V0X , V0Y ) =
√
(V0Y − V0X tan β)2 − 2X0 (tanα + tanβ) + 2(n+ 1) tanβ ,
(A.16)
risulta:
X1 = X0 + V0X(V0Y − V0X tanβ) + V0XB(X0, V0X , V0Y ) (A.17)
V1X = V0X −B(X0, V0X , V0Y ) sin 2β (A.18)
V1Y = V0X tan β +B(X0, V0X , V0Y ) cos 2β (A.19)
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dalle quali si riavano le seguenti derivate parziali
∂X1
∂X0
= 1− V0X tanα+ tan β




= V0Y +B(X0, V0X , V0Y)− V0X tan β
(
2 +
V0Y − V0X tan β








V0Y − V0X tanβ











= 1 + 2 sin2 β
V0Y − V0X tan β




= − sin 2β V0Y − V0X tan β




= − cos 2 tanβ tanα + tanβ






1− cos 2β V0Y − V0X tan β






V0Y − V0X tanβ
B(X0, V0X , V0Y )
(A.28)
A.1.2 Punto iniziale nel prolo destro
Consideriamo ora il aso in ui la posizione iniziale sia sul prolo destro della ella inizile
(n = 0) del piano, mentre quella nale sia sul prolo sinistro della n-esima ella.
X0 ∈]m, 1[, X1 ∈]n, n +m[, X1 ∈]0, m[; (A.29)
posto
C(X0, V0X , V0Y ) =
√
(V0Y + V0X tanα)
2 + 2X0 (tanα + tan β)− 2 (n tanα+ tan β) ,
(A.30)
risulta:
X1 = X0 + V0X(V0Y + V0X tanα) + V0XC(X0, V0X , V0Y ) (A.31)
V1X = V0X + C(X0, V0X , V0Y ) sin 2α (A.32)
V1Y = −V0X tanα + C(X0, V0X , V0Y ) cos 2α (A.33)
139
dalle quali si riavano le seguenti derivate parziali
∂X1
∂X0
= 1 + V0X
tanα + tan β




= V0Y +C(X0, V0X , V0Y)+ V0X tanα
(
2 +
V0Y + V0X tanα








V0Y + V0X tanα






tanα + tan β




= 1 + 2 sin2 α
V0Y + V0X tanα





V0Y + V0X tanα












1− cos 2αV0Y + V0X tanα






V0Y + V0X tanα
C(X0, V0X , V0Y )
. (A.42)
Consideriamo il aso in ui sia la posizione iniziale sia quella nale siano entrambe sul
prolo destro del piano, rispettivamente nella ella inizilale (n = 0) e nella ella n-esima.
X0 ∈]m, 1[, X1 ∈]n +m, n + 1[, X1 ∈]m, 1[; (A.43)
posto
D(V0X , V0Y ) =
√
(V0Y − V0X tanβ)2 + 2n tanβ , (A.44)
risulta:
X1 = X0 + V0X(V0Y − V0X tanβ) + V0XD(V0X , V0Y ) (A.45)
V1X = V0X −D(V0X , V0Y ) sin 2β (A.46)
V1Y = V0X tan β +D(V0X , V0Y ) cos 2β (A.47)






= V0Y +D(V0X, V0Y)− V0X tanα
(









V0Y − V0X tanβ









= 1− 2 sin2 βV0Y − V0X tanβ




= − sin 2βV0Y − V0X tan β









1 + cos 2β
V0Y − V0X tanβ






V0Y − V0X tanβ
D(V0X , V0Y )
(A.56)
A.2 Mappe in oordinate polari
Consideiamo ora il aso in ui, introduendo ome ostante del moto l'energia totale, è
possibile ridurre a due le variabili per desrivere l'evoluzione del moto di una sfera. Se-
gliamo nel piano (VX , VY ) le oordinate polari K = I
2 = V 2X+V
2
Y e θ = arctan(VY /VX).
Alla oordinata adimensionaleK è assoiata la grandezza dinamia T = mgLK (energia
inetia) he ha le dimensioni di una azione diviso per un tempo. La mappa he desri-
ve l'orbita (Kn, θn) assoiata ad una partiolare traiettoria della sfera he rimbalza sul
piano, risulta espressa dalle quattro possibili oppie di equazioni, he si riavano dalle
relazioni del paragrafo (A.1).
A.2.1 Punto iniziale nel prolo sinistro




[, X1 ∈]n, n+ 1
2




K1 = K0 + 2K0A2(K0, θ0) cos θ0 tanα− 2n tanα (A.58)
θ1 = arctan
(− cos θ0 tanα+ A1(K0, θ0) cos 2α
cos θ0 + A1(K0, θ0) sin 2α
)
(A.59)
dove si è posto
A1(K0, θ0) =
√




A2(K0, θ0) = sin θ0 + cos θ0 tanα+ A1(K0, θ0) (A.61)
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dalle quali si riavano le seguenti espressioni per derivate parziali
∂K1
∂K0


















n tanα cos θ0
A1K20 [A
2
1 + 2A1 cos θ0 tanα + cos






A1 sin θ0 + cos θ0
A3
A1
A21 + 2A1 cos θ0 tanα + cos
2 θ0(1 + tan
2 α)
(A.65)
dove A3(θ0) = sin θ0 cos θ0(1− tan2 α) + cos 2θ0 tanα.
Se la posizione d'impatto X1 è sul prolo destro del piano,
X0 ∈]0, 1
2
[, X1 ∈]n+ 1
2
, n+ 1[, X1 ∈]1
2
, 1[; (A.66)
le relazioni preedenti divengono
K1 = −K0 − 2K0 cos θ0B2(K0, θ0) tanα + 2EB (A.67)
θ1 = arctan
(
cos θ0 tanα +B1(K0, θ0) cos 2α
cos θ0 − B1(K0, θ0) sin 2α
)
(A.68)
dove si è posto EB = E0 + (n+ 1) tanα e inoltre
B1(K0, θ0) =
√
(sin θ0 − cos θ0 tanα)2 + 2EB
K0
− 2 (A.69)
B2(K0, θ0) = sin θ0 − cos θ0 tanα +B1(K0, θ0) (A.70)





















= − EB cos θ0
B1K20 [B
2





B1 sin θ0 + cos θ0
B3
B1
B21 − 2B1 cos θ0 tanα + cos2 θ0(1 + tan2 α)
(A.74)
dove B3(θ0) = sin θ0 cos θ0(1− tan2 α)− cos 2θ0 tanα.
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A.2.2 Punto iniziale nel prolo destro
Le relazioni elenate nel paragrafo A.1.2 relative al aso in ui la posizione iniziale sia sul
prolo destro del piano, divengono, in termini delle oordinate polari (K, θ), le seguenti
espressioni. Se la posizione d'impatto è sul prolo sinistro del piano
X0 ∈]1
2
, 1[, X1 ∈]n, n+ 1
2
[, X1 ∈]0, 1
2
[; (A.75)
K1 = −K0 + 2K0 cos θ0C2(K0, θ0) tanα + 2EC (A.76)
θ1 = arctan
(− cos θ0 tanα + C1(K0, θ0) cos 2α
cos θ0 + C1(K0, θ0) sin 2α
)
(A.77)
dove si è posto EC = E0 − (n− 1) tanα e inoltre
C1(K0, θ0) =
√





C2(K0, θ0) = sin θ0 + cos θ0 tanα + C1(K0, θ0) (A.79)





















= − EC cos θ0
C1K20 [C
2
1 + 2C1 cos θ0 tanα + cos






C1 sin θ0 + cos θ0
C3
C1
C21 + 2C1 cos θ0 tanα + cos
2 θ0(1 + tan
2 α)
(A.83)
dove C3(θ0) = sin θ0 cos θ0(1− tan2 α) + cos 2θ0 tanα
Se entrambe le posizioni d'impatto sono sul prolo destro del piano
X0 ∈]1
2
, 1[, X1 ∈]n + 1
2
, n[, X1 ∈]1
2
, 1[; (A.84)
le relazioni preedenti divengono
K1 = K0 − 2K0D2(K0, θ0) cos θ0 tanα + 2n tanα (A.85)
θ1 = arctan
(
cos θ0 tanα +D1(K0, θ0) cos 2α
cos θ0 −D1(K0, θ0) sin 2α
)
(A.86)
dove si è posto
D1(K0, θ0) =
√
(sin θ0 − cos θ0 tanα)2 + 2n
K0
tanα (A.87)
D2(K0, θ0) = sin θ0 − cos θ0 tanα +D1(K0, θ0) (A.88)
143
dalle quali si riavano le seguenti espressioni per derivate parziali
∂K1
∂K0
= 1− 2 cos θ0 tanα
(














= − n tanα cos θ0
D1K20 [D
2





D1 sin θ0 + cos θ0
D3
D1
D21 − 2D1 cos θ0 tanα + cos2 θ0(1 + tan2 α)
(A.92)




Riferito il piano ad un sistema di riferimento artesiano he per sempliità assumia-
mo ortogonale, diremo onia il luogo dei punti del piano he on le loro oordinate
soddisfano ad una equazione del seondo grado del tipo:
f(x, y) = a11x
2 + a22y
2 + 2a12xy + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0 (B.1)
in generale i riferiremo sempre a onihe reali, supporremo ioè he i oeienti siano
numeri reali:aij ∈ R per i, j = 1, 2, 3.









in base al valore assunto dal detrminante di questa matrie detA possiamo lassiare
la onia: se detA 6= 0 avremo una onia irriduibile e sarà detta onia generale; se
detA = 0 avremo una onia riduibile e sarà detta onia degenere. In questo eondo
aso le omponenti della onia sono neessariamente due rette; se queste sono reali e
distinte oppure omplesse oniugate la onia di die sempliemente degenere, mentre
si die doppiamente degenere se le due rette sono (reali) oinidenti. Possiamo stabilire
il grado di degenerazione della onia valutando il rango della matrie: se rangA = 2
avremo una onia sempliemente degenere, mentre se rangA = 1 avremo una onia
doppiamente degenere.
Un'ulteriore lassiazione delle onihe generali può essere fatta in base al valote
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detA33 > 0 ellisse
detA33 = 0 parabola
detA33 < 0 iperbole.
(B.3)
Se la onia generale è una ellisse o una iperbole (detA33 6= 0), diremo he è una
onia a entro.








per una ellisse il entro è interno mentre per una iperbole è esterno.






Per ellisse gli asintoti sono immaginari e oniugati, mentre per l'iperbole sono reali e
distinti. Una iperbole si die equilatera se i suoi asintoti sono ortogonali (a11 + a22 = 0).
I oeienti angolari degli assi di una onia a entro sono dati dalla relazione
d2 =
a22 − a11 ±
√
(a11 − a22)2 + 4a212
2a12
(B.6)
Se la onia generale è una parabola (detA33 = 0), possiamo riondurre la relazione
(B.1) nella forma seguente:
y = ax2 + bx+ c, (B.7)
in questo aso l'asse della parabola ha equazione
x = − b
2a
(B.8)
e vertie nel punto di oordinate
x0 = − b
2a







Di seguito riportiamo i odii di integrazione numeria, realizzati in linguaggio C, uti-


















/* altezza e lunghezza dei profili del piano */
double h = 1.0;
double L = 6.0;
double m = 0.4;
/* ostanti */
onst double g = 9.80665;
#define L_m (m * L)
#define T_a (h / L_m)







#define D1 (sqrt(h*h + L_m * L_m))
#define D2 (sqrt(h*h + (L-L_m) * (L- L_m) ))
#define GCA (g * C_a)
#define GSA (g * S_a)
#define GCB (g * C_b)
#define GSB (g * S_b)
#define VV (sqrt(g*L))




strut point sol(strut point a);
int n;
double E_0 = 1.0;
long int N = 1000000;
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/* ondizioni iniziali */
p_i.vx = 0.9;
p_i.vy = 0.8;
p_i.x = (p_i.vx *p_i.vx +p_i.vy *p_i.vy - E_0)/(2.0*g*T_a);
p_i.y = piano(p_i.x);
p_i.t = 0.0;
printf("%d %e %e %e %e %e %e\n", 0, p_i.x, p_i.y, p_i.vx, p_i.vy,
p_i.t, parte_fra(p_i.x));
for(n = 1; n <= N; n += 1)
{
p_f = sol(p_i);
printf("%d %e %e %e %e %e %e\n", n, p_f.x, p_f.y, p_f.vx, p_f.vy,
p_f.t, parte_fra(p_f.x));









/* soluzione generale, riduo al primo profilo e selgo la meta giusta */
strut point sol(strut point p_i)
{
strut point p, p_f;
strut point sol1(strut point a);
strut point sol2(strut point a);
double int_px;
double f_px;
if (fmod(p_i.x, L) >= 0.0)
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f_px = fmod(p_i.x, L);
else
f_px = L + fmod(p_i.x, L);
int_px = p_i.x - f_px;
p_i.x = f_px;








/* soluzione on ondizioni iniziali nelle prima meta`*/
strut point sol1(strut point p_i)
{
strut point p, p_f;
strut point p1_i, p1_f;
strut point p2_i, p2_f;
strut point tras_p_p1(strut point a);
strut point tras_p1_p(strut point a);
strut point tras_p_p2(strut point a);
strut point tras_p2_p(strut point a);
double t, t1, t2;




t = (2.0 * p1_i.vy)/GCA;
x1 = p1_i.x + p1_i.vx * t + 0.5 * GSA * t * t;
if(x1 < 0.0)
{
t = eq_se(g, p_i.vy, p_i.y);
150
p.t = p_i.t + t;
p.x = p_i.x + p_i.vx * t;
p.y = 0.0;
p.vx = p_i.vx;
p.vy = p_i.vy - g * t;
f_px = L + fmod(p.x, L);




t1 = eq_se(GCA, p1_i.vy, p1_i.y);
t2 = eq_se(GCB, p2_i.vy, p2_i.y);
if (t1 < t2)
{
p1_f.t = p1_i.t + t1;
p1_f.x = p1_i.x + p1_i.vx * t1 + 0.5 * GSA * t1 * t1;
p1_f.y = 0.0;
p1_f.vx = p1_i.vx + GSA * t1;
p1_f.vy = -(p1_i.vy - GCA * t1);
p_f = tras_p1_p(p1_f);
p_f.x = p_f.x + int_px; /* riporto al profilo giusto*/
}
else if (t1 > t2)
{
p2_f.t = p2_i.t + t2;
p2_f.x = p2_i.x + p2_i.vx * t2 - 0.5 * GSB * t2 * t2;
p2_f.y = 0.0;
p2_f.vx = p2_i.vx - GSB * t2;
p2_f.vy = -(p2_i.vy - GCB * t2);
p_f = tras_p2_p(p2_f);
p_f.x = p_f.x + int_px; /* riporto al profilo giusto*/
}
else if (t1 == t2)
{
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p_f.t = p.t + t1;
p_f.x = int_px + L_m;
p_f.y = -h;
p_f.vx = p.vx;









else if (x1 > D1)
{
p2_i = tras_p_p2(p_i);
t = eq_se(GCB, p2_i.vy, p2_i.y);
x2 = p2_i.x + p2_i.vx * t - 0.5 * GSB * t * t;
if (x2 > D2)
{
t = eq_se(g, p_i.vy, p_i.y);
p.t = p_i.t + t;
p.x = p_i.x + p_i.vx * t;
p.y = 0.0;
p.vx = p_i.vx;
p.vy = p_i.vy - g * t;
f_px = fmod(p.x, L);




t1 = eq_se(GCA, p1_i.vy, p1_i.y);
t2 = eq_se(GCB, p2_i.vy, p2_i.y);
if (t1 < t2)
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{p1_f.t = p1_i.t + t1;
p1_f.x = p1_i.x + p1_i.vx*t1 + 0.5*GSA*t1*t1;
p1_f.y = 0.0;
p1_f.vx = p1_i.vx + GSA * t1;
p1_f.vy = -(p1_i.vy - GCA * t1);
p_f = tras_p1_p(p1_f);
p_f.x = p_f.x + int_px;
}
else if (t1 > t2)
{
p2_f.t = p2_i.t + t2;
p2_f.x = p2_i.x + p2_i.vx*t2 - 0.5*GSB*t2*t2;
p2_f.y = 0.0;
p2_f.vx = p2_i.vx - GSB * t2;
p2_f.vy = -(p2_i.vy - GCB * t2);
p_f = tras_p2_p(p2_f);
p_f.x = p_f.x + int_px;
}
else if (t1 == t2)
{
p_f.t = p.t + t1;
p_f.x = int_px + L_m;
p_f.y = -h;
p_f.vx = p.vx;










else if (x2 > 0.0 && x2 < D2)
{
p2_f.t = p2_i.t + t;
p2_f.x = x2;
p2_f.y = 0.0;
p2_f.vx = p2_i.vx - GSB * t;
p2_f.vy = -(p2_i.vy - GCB * t);
p_f = tras_p2_p(p2_f);
}
else if (x2 == D2)
{













else if (x1 > 0.0 && x1 < D1)
{
p1_f.t = p1_i.t + t;
p1_f.x = x1;
p1_f.y = 0.0;
p1_f.vx = p1_i.vx + GSA * t;
p1_f.vy = -(p1_i.vy - GCA * t);
p_f = tras_p1_p(p1_f);
}
else if (x1 == 0.0)
154




p_f.vy = -(p_i.vy - g * t);
}
else if (x1 == D1)
{














/* soluzione on ondizioni iniziali nella seonda meta`*/
strut point sol2(strut point p_i)
{
strut point p, p_f;
strut point p1_i, p1_f;
strut point p2_i, p2_f;
strut point tras_p_p1(strut point a);
strut point tras_p1_p(strut point a);
strut point tras_p_p2(strut point a);
strut point tras_p2_p(strut point a);
double t, t1, t2;
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t = (2.0 * p2_i.vy)/GCB;
x2 = p2_i.x + p2_i.vx * t - 0.5 * GSB * t * t;
if (x2 > D2)
{
t = eq_se(g, p_i.vy, p_i.y);
p.t = p_i.t + t;
p.x = p_i.x + p_i.vx * t;
p.y = 0.0;
p.vx = p_i.vx;
p.vy = p_i.vy - g * t;
f_px = fmod(p.x, L);




t1 = eq_se(GCA, p1_i.vy, p1_i.y);
t2 = eq_se(GCB, p2_i.vy, p2_i.y);
if (t1 < t2)
{
p1_f.t = p1_i.t + t1;
p1_f.x = p1_i.x + p1_i.vx * t1 + 0.5 * GSA * t1 * t1;
p1_f.y = 0.0;
p1_f.vx = p1_i.vx + GSA * t1;
p1_f.vy = -(p1_i.vy - GCA * t1);
p_f = tras_p1_p(p1_f);
p_f.x = p_f.x + int_px; /* riporto al profilo giusto*/
}
else if (t1 > t2)
{
p2_f.t = p2_i.t + t2;
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p2_f.x = p2_i.x + p2_i.vx * t2 - 0.5 * GSB * t2 * t2;
p2_f.y = 0.0;
p2_f.vx = p2_i.vx - GSB * t2;
p2_f.vy = -(p2_i.vy - GCB * t2);
p_f = tras_p2_p(p2_f);
p_f.x = p_f.x + int_px; /* riporto al profilo giusto*/
}
else if (t1 == t2)
{
p_f.t = p.t + t1;
p_f.x = int_px + L_m;
p_f.y = -h;
p_f.vx = p.vx;









else if (x2 < 0.0)
{
p1_i = tras_p_p1(p_i);
t = eq_se(GCA, p1_i.vy, p1_i.y);
x1 = p1_i.x + p1_i.vx * t + 0.5 * GSA * t * t;
if (x1 < 0.0)
{
t = eq_se(g, p_i.vy, p_i.y);
p.t = p_i.t + t;




p.vy = p_i.vy - g * t;
f_px = parte_fra(p.x);




t1 = eq_se(GCA, p1_i.vy, p1_i.y);
t2 = eq_se(GCB, p2_i.vy, p2_i.y);
if (t1 < t2)
{
p1_f.t = p1_i.t + t1;
p1_f.x = p1_i.x + p1_i.vx*t1 + 0.5*GSA*t1*t1;
p1_f.y = 0.0;
p1_f.vx = p1_i.vx + GSA * t1;
p1_f.vy = -(p1_i.vy - GCA * t1);
p_f = tras_p1_p(p1_f);
p_f.x = p_f.x + int_px;
}
else if (t1 > t2)
{
p2_f.t = p2_i.t + t2;
p2_f.x = p2_i.x + p2_i.vx*t2 - 0.5*GSB*t2*t2;
p2_f.y = 0.0;
p2_f.vx = p2_i.vx - GSB * t2;
p2_f.vy = -(p2_i.vy - GCB * t2);
p_f = tras_p2_p(p2_f);
p_f.x = p_f.x + int_px;
}
else if (t1 == t2)
{
p_f.t = p.t + t1;













else if (x1 > 0.0 && x1 < D1)
{
p1_f.t = p1_i.t + t;
p1_f.x = x1;
p1_f.y = 0.0;
p1_f.vx = p1_i.vx + GSA * t;
p1_f.vy = -(p1_i.vy - GCA * t);
p_f = tras_p1_p(p1_f);
}
else if (x1 == 0.0)
{













else if (x2 > 0.0 && x2 < D2)
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{p2_f.t = p2_i.t + t;
p2_f.x = x2;
p2_f.y = 0.0;
p2_f.vx = p2_i.vx - GSB * t;
p2_f.vy = -(p2_i.vy - GCB * t);
p_f = tras_p2_p(p2_f);
}
else if (x2 == 0.0)
{




p_f.vy = -(p_i.vy - g * t);
}
else if (x2 == D2)
{














/* soluzioni equazione di seondo grado del tipo a/2 * t^2 - bt -  = 0 */
double eq_se(double a, double b, double )
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{double delta = b * b + 2.0 * a * ;
if (delta > 0.0)
{








/* trasformazione oordinate e omponenti*/
/*trasformazione oordinate 0xy ---> 0'x'y'*/
strut point tras_p_p1(strut point a)
{
strut point temp;
temp.x = a.x * C_a - a.y * S_a;
temp.y = a.x * S_a + a.y * C_a;
temp.vx = a.vx * C_a - a.vy * S_a;




/*trasformazione oordinate 0'x'y' ---> 0xy*/
strut point tras_p1_p(strut point a1)
{
strut point temp;
temp.x = a1.x * C_a + a1.y * S_a;
temp.y = -a1.x * S_a + a1.y * C_a;
temp.vx = a1.vx * C_a + a1.vy * S_a;




}/*trasformazione oordinate 0xy ---> 0''x''y'' */
strut point tras_p_p2(strut point a)
{
strut point temp;
temp.x = (a.x - L_m) * C_b + (a.y + h) * S_b;
temp.y = -(a.x - L_m) * S_b + (a.y + h) * C_b;
temp.vx = a.vx * C_b + a.vy * S_b;




/*trasformazione oordinate 0''x''y'' ---> 0xy */
strut point tras_p2_p(strut point a2)
{
strut point temp;
temp.x = a2.x * C_b - a2.y * S_b + L_m;
temp.y = a2.x * S_b + a2.y * C_b - h;
temp.vx = a2.vx * C_b - a2.vy * S_b;








if (fmod(x, L) >= 0.0)
y = fmod(x, L);
else
y = L + fmod(x, L);
return y;
}








fx = L + fmod(x,L);
if( fx <= L_m)
return (- T_a * fx);
else














double del_y(strut point, double t);
double parte_fra(double x);





double a_n (double v);
/* altezza e lunghezza dei profili del piano */
onst double h = 1.0;
onst double L = 6.0;
double m = 0.4;
#define L_m (L * m)
#define T_a (h / L_m)







/* parametri legge oraria del piano Amp * os (Omega * t + phi_0)*/
double Amp = 0.60;
double Omega = 10.0;
double phi_0 = 0.0;





onst double epsilon = 100.0 * DBL_EPSILON;
onst double DT = 1.0e-5;
/* ostanti */
onst double g = 9.80665;
onst double e_n = 0.7;
onst double e_t = 0.7;
onst double v_t = -0.1;





strut point sol(strut point a);
int n;
long int N = 100000;
/* ondizioni iniziali */
double x = 1.0;;



















/* soluzione generale, riduo al primo profilo e selgo la meta giusta */








int_px = p_i.x - f_px;
p_i.x = f_px;
p_f = sol_z(p_i);
p_f.x = int_px + p_f.x;
p_f.y = piano(p_f.x, p_f.t);
return p_f;
}
/* soluzione per veloita` iniziale vx_0 > 0.0*/
strut point sol_z(strut point p_i)
{
strut point p_a, p_f;
strut point l1(strut point a);
strut point l2(strut point a);
double dif, dis;
double t, t_i, t_s, t_1, t_z, t_int;
double v, vt;
double t_alfa, x_alfa, vx_alfa;
double t_beta, x_beta, vx_beta;
for (t = 0.0; del_y(p_i, t) >= 0.0; t += del_t)
;
t_i = t - del_t;
t_s = t;
while (((dif=(del_y(p_i, t_i)-del_y(p_i, t_s))/2.0)>=epsilon)
&&((t_s-t_i)>5.0*DBL_EPSILON))
{
t = (t_i + t_s)/2.0;
dis = del_y(p_i, t);
if (dis > 0.0)
t_i = t;




t_i = t_s = t;
}
t_1 = t_i;
p_a.t = p_i.t + t_1;
p_a.x = p_i.x + p_i.vx * t_1;
p_a.y = piano(p_a.x, p_a.t);
p_a.vx = p_i.vx;
p_a.vy = p_i.vy - g * t_1;
if (parte_fra(p_a.x) < L_m && parte_fra(p_a.x) > 0.0)
{
vt = p_a.vx *C_a - (p_a.vy - vel_p(p_a.t)) *S_a;
v = p_a.vx * S_a + (p_a.vy - vel_p(p_a.t)) * C_a;













p_f.t = T*floor(t_int) + Tr;
p_f.x = p_i.x;






else if (parte_fra(p_a.x) > L_m && parte_fra(p_a.x) < L)
{
vt = p_a.vx *C_b + (p_a.vy - vel_p(p_a.t)) *S_b;
v = -p_a.vx * S_b + (p_a.vy - vel_p(p_a.t)) * C_b;













p_f.t = T*floor(t_int) + Tr;
p_f.x = p_i.x;





else if (parte_fra(p_a.x) == 0.0 || parte_fra(p_a.x) == L_m
|| parte_fra(p_a.x) == L)
{
v = p_a.vy -vel_p(p_a.t);
p_f.x = p_a.x;
p_f.y = piano(p_a.x, p_a.t);
p_f.vx = e_t * p_a.vx;









double del_y(strut point p_i, double t)
{
double x_b, y_b, y_f;
x_b = p_i.x + p_i.vx * t;
y_b = p_i.y + p_i.vy * t - 0.5 * g * t * t;
y_f = piano(x_b, p_i.t + t);
return (y_b - y_f);
}




if (fmod(x, L) >= 0.0)
y = fmod(x, L);
else
y = L + fmod(x, L);
return y;
}
/* legge di definizione del piano*/












fx = L + fmod(x,L);
if( fx <= L_m)
return (- T_a * fx);
else
return ( T_b * (fx - L));
}
/* legge oraria del piano */
double lop(double t)
{
return (-Amp * os(Omega * t + phi_0));
}
/* veloit\`a del piano */
double vel_p(double t)
{
return (Omega * Amp * sin(Omega * t + phi_0));
}




if (v <= v_t)
a = e_n;
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